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第 一 革 ”天 量 代数 


在 这 一 章 里 , 我 们 要 介绍 矢量 的 代数 运算 。 这 些 知 识 假定 读 
者 早已 知道 ,在 这 里 不 讲 细节 ,只 讲 与 以 后 讨论 矢量 和 张 量 分 析 有 
关 的 材料 。 

在 各 门 科 学 中 所 遇 到 的 量 , 可 以 分 为 两 类 :一 类 完全 由 数值 决 
定 , 例如 面积 .温度 . 时间、 质量 等 ,这 一 类 量 称 为 标量 ; 另 一 类 量 ， 
只 知道 数值 的 大 小 还 不 够 ,还 需 说 明 它 的 方向 ,例如 力 、 速 度 、 加 速 
度 等 , 这 一 类 量 称 为 矢量 (或 向 量 )。 仅 表示 矢量 大 小 的 数值 称 为 
矢量 的 模 。 如 果 抽 去 矢量 的 具体 性 质 , 矢量 可 以 用 一 条 有 向 线段 
表示 ,使 它 的 正方 指向 矢量 的 方向 , 它 的 长 度 等 于 矢量 的 模 。 表 示 
矢量 的 记号 是 用 一 个 上 面 带 着 箭头 的 拉丁 字母 如 a 、Bb …, 或 用 
黑体 字母 A、B、… 来 表示 。 有 时 为 了 表示 出 它 的 起 点 和 终点 , 便 
用 OM, AB… ,其 第 一 个 字母 表示 矢量 的 起 点 , 第 二 个 字母 表示 矢 
量 的 终点 。 矢 量 a 的 模 用 1a| 表 示 。 

本 书 所 讲 的 矢量 均 指 自由 矢量 ,就 是 当 两 个 矢量 的 方向 相同 ， 
模 相等 时 ,就 认为 它们 是 相等 的 。 因 此 ,一 个 矢量 经 过 平移 后 仍旧 
是 原来 的 矢量 。 


3 1.1 拓 量 的 加 ,减法 
一 、 加 法 
设 有 几 个 矢量 , 例如 四 个 矢量 a、b、c 和 dd。 任 取 一 点 0, 作 矢 
量 ,由 它 的 终点 4 作 矢 量 b, 再 由 矢量 5b 的 终点 B 作 矢量 c, 余 类 
推 (图 1 一 1), 这 样 直至 取 尽 所 有 的 矢量 为 止 。 结 果 就 得 到 折线 


04BCD, 该 折线 的 封闭 线 0D 就 称 为 所 给 矢量 之 和 , 记 作 a 十 b 十 c 
十 d。 . 


8710093 


特别 是 , 两 个 矢量 a,b 的 和 a 十 b (图 1 一 2) 是 以 a 的 起 点 0 
为 起 点 ,以 5 的 终点 8 为 终点 所 构成 的 矢量 OB。 


由 图 1 一 3 和 图 1 一 4 可 知 , 矢量 和 具有 加 法 的 交换 律 和 结合 
律 。 即 / 
a 十 bb 二 ba 
和 
2a 十 心 十 c) 一 (aa 十 D) 十 c 
二 、 减 法 
矢量 的 减法 定义 为 加 法 的 逆 运 算 , 如 果 矢 量 b 十 M 一 a 则 称 
天 量 M 为 和 拓 量 a 与 b 之 差 , 记 作 a 一 bp。 即 
MQ=—a—b 
2 


图 1 一 4 


求 失 量 a 一 6 的 几何 方法 如 下 ; 

由 矢量 a 的 终点 作 一 矢量 c, 让 “ 与 矢量 8 的 大 小 相等 , 方向 
”相反 , 则 以 矢量 a 的 起 点 为 起 点 , 以 矢量 c 的 终点 为 终点 的 矢量 
”MM (图 1 一 5), 它 满足 关系 式 : 


b+-M=a 
, 故 矢量 M 是 a 与 6 之 差 。 
z 与 矢量 N 大 小 相等 方向 相反 的 矢量 , 称 与 NN 相 道 的 矢量 , 记 
作 一 NN。 由 图 1 一 5 可 知 矢量 a 与 6 之 差 a 一 b, 也 就 是 a 与 一 b 之 
和 各。 即 
a—b=a(—b) . 

”为 方便 起 见 , 我 们 把 模 为 零 的 特殊 矢量 , 称 为 零 矢 量 , 记 作 0， 

或 简 记 0 , 零 矢 量 的 方向 是 任意 的 。 对 于 任意 一 个 矢量 ea 均 有 
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图 1 一 5 


妈 一 人 一 人 


$1.2 数量 与 矢量 的 乘积 

车 有 一 个 数量 m 和 一 个 矢量 a, 所 谓 数量 m 和 矢量 a 的 乘积 
ma (或 am), 是 一 个 矢量 。 它 的 模 等 于 |m| 1a|; 它 的 方向 , 当 m > 
0 时 方向 与 a 相同 , m < 到 0 时 方向 与 a 相反 , m = 0 时 模 为 零 , 是 
个 零 撩 量 , 方 向 是 任意 的 。 

位 于 平行 线 上 的 矢量 , 称 为 共 线 矢量 。 设 a 与 5 是 两 个 非 党 
矢量 , 如 果 两 矢量 共 线 , 则 它们 具有 相同 或 相反 的 方向 , 由 数量 与 
矢量 乘积 的 定义 知 ,两 矢量 间 存 在 关系 式 : 

t=ma 
反之 若 两 矢量 具有 关系 式 b 二 ma ， 则 先 量 b 与 a 具有 相同 或 相 
反 的 方向 ,因此 矢 其 5 与 矢量 a 共 线 。 

根据 以 上 的 讨论 可 知 , 对 于 任何 两 个 非 零 矢量 a 与 5, 它们 共 
线 的 充 要 条 件 是 : 存在 一 个 不 等 于 零 的 数量 m 使 等 式 6= ma 成 
Mo | 

模 为 1 的 矢量 , 称 为 单位 矢 景 。 矢 量 a 的 单位 矢量 是 方向 与 
a 相同 , 且 模 为 1 的 矢量 , 记 作 as。 显然 ,任何 矢量 a 均 可 写成 

a= jala!' (1—1) 
, / 


上 面 的 式 子 把 矢量 a 分 成 两 部 分 , 分 别 表 示 该 矢量 的 模 1al 和 它 
的 方向 a?。 


31.3 大量 的 投影 

在 解析 几何 中 ,已 经 讲 过 线段 在 轴 上 投影 的 基本 原理 ,现在 我 

们 来 讨论 和 撩 其 在 轴 上 投影 的 基本 定理 , 这 些 定理 容易 由 解析 几何 
中 有 关 投 影 的 定理 得 到 ,这 里 将 不 加 证 明 地 叙述 其 主要 内 容 。 

定义 . 设 有 一 矢量 a 及 一 轴 上 过 矢量 a 的 起 点 4 和 终点 B 

”分 别 作 平面 P.8 垂直 于 轴 !, 且 交 轴 于 4 和 B' (图 1 一 6) ,我 们 称 

轴 : 上 的 有 向 线段 水 尺 的 值 ( 记 作 4' B' ) 为 矢量 a 在 轴 上 :上 的 投 


影 ， 记 作 prjia, 妈 


prja = 4/ B! 
关于 矢量 的 投影 有 下 面 的 基本 定理 四 
(1) 天 量 e 在 轴 上 上 的 投影 等 于 矢量 a 的 模 与 矢量 a 及 轴 / 
间 夹 角 的 余弦 的 积 。 即 
prjia = |a |cosg (1—2) 
(2) 天 其 和 在 任何 轴 上 的 投影 等 于 各 项 矢量 在 同 轴 上 的 投影 
之 和 。 即 
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prj(ae 十 十 c 十 d) 
一 pijia 十 prj 刀 十 prjc 十 prjd (1—3) 
设 矢 量 OM 的 起 点 是 坐标 原点 0，, 而 终点 M 的 坐标 是 (zx，,y， 
z) ,如 图 1 一 7 所 示 , 由 矢量 的 加 法 得 
OM 一 OP 十 PM 
而 
OP 一 OA4 十 4 
因 AP=0B,PM = OC 所 以 
OM 一 O4 十 OB 十 OC 


图 1 一 7 


矢量 0A4、OB 和 OC 称 为 矢量 OM 在 坐标 轴 上 的 分 矢量 。 点 

M 的 坐标 z= 二 04,y = 二 0B,z 二 00, 因此 04,0B,0C 正 是 矢量 :OM 

在 坐标 轴 上 的 投影 。 我 们 在 坐标 轴 的 正 疝 作 单 位 矢量 ， bl i, j,k 

表 之 ,这 样 引进 的 三 个 两 两 互相 垂直 的 单位 矢量 , 称 为 基本 单位 矢 

量 , 于 是 

@ 〇 A 一 21， OB=~=yj， OC = zk 
OM = zi 二 yj 二 zk (1—4) 


式 中 zx, y, z 是 矢量 OM 在 坐标 轴 上 的 投影 , 在 矢量 的 起 点 为 坐标 
原点 的 情况 下 ,z,y，,z 也 正好 是 矢量 终点 MM 的 坐标 。 
上 面 公 式 ,不 但 对 于 由 原点 出 发 的 矢量 是 成 立 的 ,并 且 对 于 以 
空间 任 一 点 作 起 点 的 矢量 也 是 成 立 。 
G 一 4 十 ar 了 十 ak 《1 一 57) 
其 中 a.,a,,a: 是 矢量 a 在 坐标 轴 上 的 投影 。 这 个 表示 式 称 为 矢量 
a 的 投影 式 , 简 记 为 a 一 {esyeryaz}。 
天 量 的 投影 表示 式 在 矢量 理论 中 有 特别 重要 的 意义 , 依靠 它 
建立 起 矢量 理论 的 两 部 分 , 即 几何 的 和 代数 的 两 部 分 之 间 的 联系 。 
设 已 知 两 个 矢量 
Q 一 4 十 ay 十 a 
与 
5 一 2 十 六 了 十 有 
由 投影 的 基本 定理 可 得 
(a 十 b)。 一 ar 十 D， (a 十 p)， 一 Gy 十 D， 
(a 十 b): 一 oa 十 六 
由 此 
a 十 b= (as 十 b)i 二 (Gay 二 65)j 二 (a; 十 5)k (1—6) 
也 就 是 已 知 矢量 的 投影 ,在 几何 相 加 矢量 时 ,必须 将 同名 的 投影 分 
别 相 加 ,这 样 一 个 几何 和 归结 为 三 个 代数 和 。 
仿 之 ,几何 差 可 以 写 为 
a— b= (a b)it (Cay — 6b)Ijt (a — b.)k 《1 一 7 了 ) 
数量 乘 矢 量 可 以 写 为 
ma = masi mayij 十 人 Go (1— 8) 
联结 坐标 原点 与 点 M(z、y、z) 的 矢量 > 称 为 点 MM 的 矢 么 (图 
1 一 7) ,由 图 可 知 
CO4 一 2 OB=y 0C 一 z 


或 
7z 一 也 7 ==y 7 一 2 
这 时 r 可 表示 为 
了 一 全 十 2 十 2 (1 一 9) 
且 其 模 是 


HE 


\ 1.4 两 天 量 的 标量 积 


一 、 定 义 
两 个 矢 其 a 与 5b 的 模 和 它们 间 夹 角 9 的 余弦 的 乘积 , 称 为 两 
矢量 a 与 的 标量 积 , 记 作 a。b。 即 
ap 一 |al|lblcosp (1 一 10) 
由 定义 得 
a*<a= |allalcos0 OO—= lal’ 
如 果 a。，a 一 a* 则 上 式 可 写成 
a2 一 | al|; 
二 、 标 量 积 的 基本 性 质 
1. 非 零 天 基 a 与 互相 给 直 的 充 要 条 件 是 
a*b=0 
因为 当 a 与 6 互相 垂直 时 , cos(a, 5) 一 0 从 而 
a*b=|al |blcos(a’ b) 一 10 
反之 ,如 果 a "5 三 0, 并 且 a,5b 皆 不 为 零 矢 量 , 则 有 
cos(ayb) 一 0 
所 以 a 与 5 互相 垂直 。 
2. 由 标 基 积 的 定义 可 知 , 标 其 积 满足 交换 律 , 即 
a*b=b*a 
3. 标量 积 满足 分 配 律 , 即 
(a 二 bb)*c—=a*c+bec 
事实 上 ,由 标 基 积 的 定义 有 
(aa 十 b)。c 一 |c| lat+ blcos(c’ a 十 b) 
= |c|priCa t+ b) 
再 由 投影 定理 知 
pTjo-4a tb) = prica 十 prjob 
所 以 
(aa 十 b)，c 一 jcilprj(a 十 ) 
一 |c|prjea t+ |ec|pri.b 
- 一 CQecC 二 be。eC 
4. 由 标 基 积 的 定义 易 知 , 标量 积 与 标量 的 乘积 满足 结合 律 ， 


外 


a* bm=—=a* (mb})=—=mae*b 
三 、 标 量 积 的 投影 表示 法 
设 有 两 个 失 量 a 一 ta yy yd sb 一 {Ds bys 7 由 上 上 面 所 述 标 量 


积 的 基本 性 质 得 到 
a b= ai aitak). (hidbj+b.k) 


= at * CDAit bibR) TI hi bj ok) 
二 ak * (Oi bi b.k) 

abieitabdbie i adi kiabji z 
二 abyj* japbj ee ktabk* iabdkR.: jabk .kk 


由 于 i,ji,k 是 互相 垂直 的 单位 矢 基 , 故 有 


ts 一 和， 办 一 和， 一 0 
和 
ze 一】 了 ”了 一 1】 kkR=1l 
最 后 得 到 
a* b=ab.d ab, ab: (1—-11) 


这 束 是 说 , 两 个 天 量 的 标 车 积 等 于 它们 在 坐标 办. 上 同 名 投影 的 乘 
积 的 代数 和 。 

特别 是 5 = 二 a 时 得 到 

a = lal’=@e t+aTa 
所 以 : 
la| 一 人 时 十 玫 十 起 (1—12) 

四 ,两 矢量 问 的 夹 角 

设 两 矢量 wa = (ayayyai} 和 5 二 (2 之 间 的 夹 角 为 pp， 
由 式 (1 一 10) 得 


a*b 


CosP 一 TajivoT (1-—13) 
由 两 矢量 标量 积 和 矢量 的 模 的 投影 表示 式 得 到 
coso = QB oT db, ab. (1 13，) 


必要 十 时 十 四 太 二 让 十 六 
8 1.5 两 天 量 的 天 量 积 
一 .定义 
天 其 a 与 撩 其 5 的 矢 其 积 是 这 样 的 一 个 矢量 c: 


(矢量 e 的 模 等 于 以 矢量 a,b 所 组 成 的 平行 四 边 形 面积 , 即 
cl = lallelsinCa, b) 
(2) 矢量 c 同时 垂直 于 矢量 a 和 6, 因而 矢量 c 垂直 于 矢量 a 
和 和 线 所 决定 的 平面 。 
(3) 矢 量 < 的 正 向 按 “有 手法 则 ”来 确定 。 


天 量 a 与 6 的 矢量 积 , 用 记号 aXb 表 示 , 即 
c—~axb 

二 、 矢 量 积 的 基本 性 质 

1. 两 个 非 零 天 量 a， 平行 的 充 要 条 件 是 两 失 量 的 矢量 积 为 
零 , 即 
4 闪 “” 一 “ 

事实 上 ， 若 ab 时 ，(a， , 5) 一 0 或 一 ， 这 时 sinkal b) 一 0， 故 
得 wxX5 一 0: 
反之 , 当 a Xb 二 0 而 |a| 关 0,16b| 取 0 时 由 

laljblsinCa 6) =0 


推 得 
sin(a, 6) 一 0 
从 而 
(a’' b=0 或 z 
所 以 


“a/b 


2. 由 矢量 积 的 定义 得 
axXb=— (bxXxa) 


这 说 明 矢 量 积 不 满足 交换 律 , 并 且 当 矢量 积 的 因子 交换 时 变 号 。 
3. 由 矢量 积 的 定义 易 证 
(ma) Xb=m(aXb)=aXx (mb) 
即 标量 积 的 乘 数 可 以 提出 放 在 矢量 积 记号 外 面 。 


4. 矢量 积 满足 分 配 律 , 即 
axX(pb 十 cl) 一 aaXpb 二 axXxc 


(证明 从 略 )。 
三 、 矢量 积 的 投影 表示 法 
将 上 面 研究 的 结果 应 用 到 基本 单位 矢量 的 矢量 积 可 得 
ztXt 一 0， 了 X 了 一 0， kxXk=0 (1—14) 
ixXjij=— (jXi)=k jXk=— (kX))=i 


kXi=— (iXk)=j (1—14) 
设 OC 一 {a ay sa:)} 和 pb 一 {5b; ,by » Db;) 则 
a Xb= (i ait ak) X (5 十 DB 了 十 2) 
一 CD 人 六 i) 十 czD) Ci XX 了 ) 十 qrbs(i 4 k) 

二 ayb(j Xi) aby(j XD ayb(i XEk) 

: 十 asbs(k Xi) 二 ab lk XD) 二 ab(k XEk) 
注意 由 式 (1 一 14), (1 一 14' ) 得 到 

a Xb= (ayb:— ad)it (ab; — qbi)j 二 (asby — abs)k 


: (1—15) 
或 应 用 三 阶 行列 式 , 则 上 式 可 表示 为 : 
| i 了 kk 
aXxXb= |a, a, a (1—16). 
b, b, 6 : 


31.6 混合 积 - 
现在 我 们 来 讨论 三 个 矢量 a、b、e 的 各 种 不 同形 式 的 乘积 。 两 
个 矢量 a 与 5 的 标量 积 a. 6b, 然后 把 所 得 结果 与 第 三 个 矢量 c 作 
标量 和 矢量 的 乘积 , 结果 得 (a。6b) 。*e 是 一 个 与 c 共 线 的 矢量 。 
两 个 矢量， 与“ 的 矢量 积 bXe, 然后 再 与 矢量 a 作 标 量 积 或 矢量 
积 ,结果 得 a。 (bXc) 或 ax (bXce), 前 者 称 为 混合 积 ,后 者 称 为 一 
了 了 


重 矢 积 。 
首先 研究 三 个 矢量 的 混合 积 a，(bXce) 的 几何 意义 。 由 和 拓 量 


积 的 定义 可 知 , 矢量 积 bxXc = NN 的 模 等 于 由 矢量 5 与 c 作成 的 
平行 四 边 形 的 面积 5S, 但 是 
a* (bxXcc)=a* N= |al IN |cosCaN) = |N |prina 
于 是 推 知 , 这 个 乘积 可 以 考虑 作 上 述 平行 四 边 形 的 面积 IN| 与 失 
量 a 在 失 量 N 上 的 投影 的 乘积 , 其 中 方向 NN 垂直 于 这 平行 四 边 
形 所 在 的 平面 , 就 是 说 , 标量 积 a*。* (bXe) 表 示 由 矢量 a、.b 与 c 作 
成 的 平行 六 面体 的 体积 。 它 的 符号 依赖 于 坐标 轴 的 转向 。 
大 三 矢 其 a、6 与 c 共 面 , 则 平行 六 面体 的 体积 为 零 , 就 是 说 ， 
在 这 种 情形 下 
a。*(bXc) 一 0 
反之 ,如 果 a。(bXce) = 二 0, 则 根据 标量 积 的 定义 可 知 , 或 a、 
bc 中 至 少 有 一 为 专 拓 量 , 或 与 ec 平 行 , 或 aa 垂直 于 5Xec, 不 论 
那 一 种 情况 ,a,b,c 都 是 共 面 的 。 
由 此 可 得 ,三 个 矢 基 ap 与 c 共 面 的 必要 且 充 分 条 件 是 ;它们 
的 混合 积 为 零 。 
如 果 已 知 三 个 矢量 的 投影 式 是 
a = (adr, day, a:} b= ib.,b,, 0.} C= {cr, Cr, C;} 
由 
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Cr C, 

b, 有 b, 5b.| bp, b, 
= i 一 了 十 k 

Cy 0: C; es CO Cy 

再 由 两 矢量 的 标量 积 的 投影 表示 式 , 得 
: b, 2: bb: bb, 
a* (bXc)=a, 一 Gy a 
Cy C: cr C Cr Cy 
tt: dar a 
= |b, b, b; (1—17) 


C: Cy Cs 
根据 上 面 所 得 的 结果 和 行列 式 的 性 质 容易 推 得 
a*(bxc)=e* (aXxXb)=b*. (cxXa) 


~=—a*(cXxXb)=—b*，(axXce) 
=—c*。(bXa) 
例如 
Cs CC, cc， ad: Gy Q; 
cr*(axb)= |a, a, da 一 | D b:|=a* (bXxce) 
b, b, b; Cs Cy CC: 
余 仿 此 得 证 。 


31.7 二 重 矢 积 


三 个 矢量 a, 5 与 ec 的 二 重 矢量 积 aX (bXc) 是 一 个 矢量 , 它 
垂直 于 矢量 ea 与 (4Xc)， 因 此 它 位 于 矢量 与 矢量 *e 的 平面 且 垂 
直 于 矢量 a 的 平面 , 即 它 在 这 两 个 平面 的 交 线 上 , 记 这 矢量 为 d， 
于 是 

=axX (bx 人 a) 

设 a 二 (aaa 一 (5000 cc 一 (cococs}) 现 计 算 矢量 
4 在 三 个 坐标 轴 上 的 投影 ,根据 式 (1 一 15) 得 

d= alb X cj:— aCb Xe), 
= a,(bics ~ ber) 一 Ge — bic:) 
一 qaybscy — aybycs — abscs tt asbscs 


= qaybcy — AybyCs — QsbCs 十 4 + adscs 一 asbscs 
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= bs(aycy 十 acs qi) — cs(ayby 十 asbs 十 Gzb:) 
~b(a*c)—c(a*b) 


同样 可 得 
d= (a*c)b,— (a* bc, 
d,s = (a*c)b:— (a* b)e, 
因此 
d= (a*c)b— (a* bc 
BH 
aXxX (bxXc)= (a*c)b— (a* bc (1—18) 
仿 此 可 得 
bx(cxal) 一 (bahc 一 (5。c)a (1—19) 
cX (axXb)= (cb)a— (c* ob (1 一 20) 


在 式 (1 一 18) 中 , 令 c 一 a 则 有 
(a“*a)b~ (a ba+ax (bxXa) 


或 
(a»b) aXxX (bxa) 
bara rt a.a) 
令 
p! = 0° 6 pr — aX bXa) 
Caea)” (a*»a) 
得 
b=b’ 二 +b’ 


显然 ， 矢量 5 平行 于 矢量 a, 而 矢量 b” 垂直 于 矢量 a, 于 是 我 们 得 
到 矢量 5 沿 平 行 于 以 及 垂直 于 给 定 的 矢量 a 的 两 个 方向 的 分 解 
法 。 


14. 


第 二 章 。。 矢 函 数 的 微分 和 积分 


这 一 章 里 ,我 们 要 介绍 矢 函 数 的 基本 概念 :函数 .极限 .函数 的 


32.1 矢 函 数 天 端 曲线 

矢量 和 数量 一 样 都 可 能 是 常量 或 是 变量 。 凡 可 取得 不 同僚 
“和 值 ”的 矢量 称 为 变 矢 量 ; 凡 保 持 同 一 和 撩 “ 值 ” 的 矢量 称 为 常 矢量 。 

” 变 矢量 可 用 模 及 方向 都 变动 的 变 矢 来 表示 , 变 矢量 在 坐标 轴 上 的 
投影 是 变量 。 常 矢量 在 坐标 轴 上 的 投影 是 常量 。 变 矢量 的 典型 例 
子 是 非 等 速 及 非 直线 运动 中 的 速度 。 

现在 我 们 要 引进 矢 函 数 的 概念 , 仿 普通 ( 数 性 ) 函 数 的 概念 , 矢 
函数 的 定义 是 ; 若 在 空间 某 域 D 中 的 点 P 的 每 个 位 置 对 应 着 矢量 
a 的 一 个 确定 “ 值 ”( 模 和 方向 ), 那么 矢量 a 就 称 为 在 域 D 中 点 P 
的 函数 , 记 作 a = 二 a (yp), 当 点 用 其 坐标 xz,y,z 表示 时 ,记号 可 写成 
.a 二 a (7,y,2?), 这 时 称 a 是 数 性 变量 z,y,z 的 和 撩 函数 。 在 微 积分 
”中 我 们 所 介绍 过 的 普通 ( 数 性 ) 函数 , 它 的 自 变 量 和 因 变 量 都 是 数 
性 变量 ,而 我 们 在 这 里 所 引进 的 矢 消 数 它 的 自 变 量 是 数量 ,而 因 变 
量 是 矢量。 

上 面 所 讲 的 矢 函 数 , 取 决 于 三 个 数 性 变量 ,同样 和 拓 函 数 也 可 能 
取决 于 两 个 或 一 个 数 性 变量 。 矢 函数 中 最 简单 且 常 用 的 是 一 个 数 
性 变量 的 矢 函 数 ,在 以 后 的 讨论 中 我 们 主要 讨论 一 个 数 性 变量 ( 通 
常 指 时 间 加 的 和 撩 函数 , 记 作 
a = a(t) (2—1) 

用 矢量 的 投影 表示 法 ,这 个 矢 函 数 可 以 写成 

a(t) = {g(t), aslt), ai) 》 (2—2) 
其 中 a.() ,a,(t) ,as(t) 都 是 数 性 变量 大 的 数 性 通 数 。 一 个 矢 函 数 
相当 于 三 个 数 性 函数 。 
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由 于 本 书 所 讲 的 矢量 均 指 自由 矢量 , 所 以 以 后 总 是 假定 把 
a(t) 的 起 点 放 在 坐标 原点 ; 因此 , 当 t 在 所 给 区 间 上 变动 时 ，a(t) 
的 终点 一 一 其 坐标 a, 人 0) ,oa:(0 一 一 划 出 一 条 曲线 工 , 它 的 方 
程 是 下 面 三 个 参数 方程 : 

r= Q(t) y = a,(t) z = a.(t) 

但 是 由 于 矢量 a 以 的 起 点 取 在 坐标 原点 ,a (四) 实际 上 就 是 曲 

线 L 上 点 M 的 矢 径 r, 故 曲线 可 用 矢量 方程 给 出 

r= (g(t), as(t), a:(t)) (2 一 3) 
曲线 LL 称 矢 函 数 r 二 a (0 的 矢 端 曲 线 (图 2 一 1), 而 原点 称 为 矢 
器 曲线 的 极 。 


只 改变 模 的 大 小 ,而 方向 不 变 的 矢量 , 它 的 和 拓 端 曲线 是 通过 极 
的 射线 ( 半 直 线 ) 。 只 改变 方向 而 其 模 不 变 的 矢量 , 它 的 矢 端 曲 线 
是 位 于 以 极点 为 中 心 的 球 上 。 

对 于 数 性 变量 t 的 矢 函 数 a () 也 可 以 像 普通 ( 数 性 ) 函数 一 
样 定义 它 的 极限 、 连 续 性 及 其 它 解 析 概 念 。 

在 对 于 任意 给 定 的 正 数 *, 都 存在 数 6 > 0, 使 得 当 0 二 | 一 
t,o| 过 5 的 一 切 i, 都 能 满足 不 等 式 |a 一 a (2) 1<*, 则 常 矢 量 a 称 为 


当 tt 一 ts 时 矢 函 数 a 0) 的 极限 , 记 作 
lima(t)= a (2—4) 


由 于 矢 函 数 的 极限 定义 和 数 性 函数 的 极限 定义 完全 类 似 , 因 
此 矢 函 数 也 就 具有 类 似 数 性 函数 极限 的 运算 规则 。 
仿 数 性 函数 连续 性 的 定义 ,可 得 矢 函 数 连 续 性 的 定义 是 ， 
若 矢 函数 o () 在 4, 的 菜 领域 内 有 定义 ,而 且 有 
lima (1) 一 afCt) (2—5) 


t—rty 


则 称 a (9 在 1 二 4 处 连续 。 
若 矢 函数 a (4) 在 某 区 间 (i,) 内 的 每 一 点 处 都 连续 , 则 称 函 
数 a (0 在 区 间 (t，4) 内 连续 。 


3 2.2 矢 胃 数 的 导数 和 微分 法 


一 、 和 天 函数 的 导数 
设 和 天 滑 数 a (2) 当 数 性 变量 上 从 如 变 到 碌 十 4404t 天 0) 时 ,对 
应 的 矢 函 数 的 增 其 是 


Aa(t,) = al(t, + 41t) — a (to) 
设 数 性 变 基 1!=4 时 对 应 着 函数 a (4) 的 矢 端 曲线 工 上 的 点 MM， 
而 十 44 仅 在 4 >>0 时 对 应 着 点 M' ,在 4 过 0 时 对 应 着 M" (图 
2 一 2)。 于 是 , 4a(4,) 便 是 矢量 M,M' 或 MMY 。 

取 商 式 42st2， 因 在 4 < 0 时 , 矢量 4a(i) 二 MoM" 与 1 的 
增加 方向 相反 ， 但 用 负数 4t 除 后 所 得 矢量 MQ' 的 方向 便 跟 4 
一 0 时 所 得 的 矢量 M,Q' = 全 同方 向 , 而 两 者 都 对 应 矢 端 曲 
线 上 参数 上 的 增加 方向 , 当 41 一 0 时, 曲线 工 上 的 弦 M,M' (或 
MM”) 趋 于 直线 M6。S 的 位 置 ,这 个 位 置 称 工 在 点 M, 处 的 切线 。 

由 上 讨论 可 知 ，lim42 是 矢量 MT, 它 与 矢量 a (4) 的 矢 
端 曲 线 二 相 切 于 其 对 应 点 4, 处 , 它 的 方向 对 应 于 上 的 增加 方向 。 
这 个 极限 称 为 矢 函 数 a 中 对 数 竹 变 世 4 的 导数 (简称 导 矢 )， 且 记 
作 a(D 或 “eea , 即 

da(t) 
at 

二 、 微 分 法 则 

设 a 一 a (),b 一 .b (DO 是 矢 函 数 , c 是 常 矢量 , + 是 常数 ， 
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jimato 十 4 — alt,) 


ri 


(2—6) 


图 2 一 2 


u(t) ,p(t) 是 数 性 函数 ,它们 在 某 个 区 间 内 可 导 , 则 下 面 公 式 成 


-一 
了 也。 


4(c) 一 0 (2 一 7) 
aD) 十 GD) = + (2—8) 
La) = (2 一 9) 
号 Cr(DaCD) = Na) + ue (2—10) 
(al) «b= dD D4 a (2—11) 
alt) x b(t)) = e000 (2—12) 
到 (ee(D)) 一 下达 (2 一 13) 


所 有 这 些 公式 的 证 明 与 微 积 分 中 对 应 公式 的 证 明 完全 一 样 ， 
例如 式 (2 一 12) 的 证 明 如 下 ， 
Ala:Xb)=(a+ia))X (bX Ab)—axb 
~axXb+iaXxAb+iAaX b+Aax Ab—axb 


一 4X4b 十 4aXb 十 4aX4b 


应 用 矢量 积 的 性 质 可 以 得 到 


人 2 人 一 ax 和 十 2X5 十 4aX 红 


当 4t 一 0, 求 极限 ;可 得 


d(a Xb) , A(aXb) ... ( 
dt = Him At = Hm 


tlim(4a x 第)=ax 刍 十 -Xb 
例 1 定 长 和 失 量 与 其 导 矢 互相 垂直 
证 : 假定 |a (Ci | 三 负数 
则 有 
a(t)，a(t) 二 J]a(t)|]:= 二 常数 
两 端 对 :1 求 导 数 得 
2adi) 。 sa -0 
这 就 说 明 , 矢量 a (9 和 2 的 数量 积 等 于 零 , 而 这 只 有 了 两 者 和 


直 时 才 有 可 能 , 故 

a(D) 1 全 
在 这 种 情况 ,其 几何 意义 是 很 明显 的 ,因为 只 改变 方向 而 其 模 

不 变 的 矢量 的 矢 端 曲 线 是 位 于 以 极点 为 中 心 的 球面 上 。 又 因为 矢 

量 的 导数 的 方向 与 矢 端 曲 线 相 切 , 亦 即 与 球面 相 切 , 故 必 垂直 于 原 


来 矢量 ,特别 是 对 于 单位 矢量 a(t) 有 a'G) | 2 


人 上 ” 
例 2 求 蕊 Ca(D 。(b(CDO x eCt))) 
解 注意 公式 (2 一 11) 和 (2 一 12) 可 得 
Cad) » (bE xX et))) 


= * (b(t) Xe +ad).: Cb Xo) 


一 如 人 。 (ec Xe aD). 


dt (aa 


x ct) ) 


jad). (ec > Me ) 


通常 我 们 不 必 像 上 面 那 样 把 解析 方法 推广 到 矢 函 数 上 ,因为 
用 和 天 函数 的 投影 表示 法 , 我 们 就 不 难 把 矢 也 数 的 微分 运算 化 为 数 
性 函数 的 微分 运算 , 设 
a(t) = a()it a,t)i -+ a.(l)k 
可 得 
Aa(t) = Aa (Di iay(t)j 才 a:(ODERk 


2 _ ‘a (0), 十 0 十 le 


当 尼 一 0 时 , 取 极 限 得 : : z 
af (0) = a Dia (DI + a (DE (2—14) 
并 且 一 般 说 来 
ct 一 CC 和 十 GD 了 十 CCt)R (2—14’ ) 
由 此 可 知 , 求 和 撩 函数 的 导数 ,可 以 化 为 求 这 矢量 的 分 景 的 导数 。 
若 曲 线 二 的 方程 是 r=z(Di 十 y(0)j 十 z(Dk, 其 中 x,y,z 是 
LL 上 的 流动 坐标 ,并 用 S 表示 曲线 也 的 长 度 , 则 
dS = (dr) t+ (dy)' + (dz 
. = D) OF OY Ce Aidt 
据 式 (2 一 14) 得 : z 
[7 (本 Cr + GG)) + C2 (有 


1 (|= 第 (2—15) 

现在 我 们 可 以 说 出 矢 函 数 导数 的 全 部 特性 ， 

数 性 变量 1 的 矢 函 数 的 导数 是 一 个 矢量 , 它 与 所 给 矢量 的 矢 
端 曲线 相 切 , 且 指 向 /的 增加 方向 , 它 的 模 等 于 矢 端 曲线 的 长 度 对 
于 数 性 变 其 1 的 导数 。 

如 果 用 矢 端 曲线 的 长 度 8 作为 数 性 变量 4, 那么 矢量 导数 的 一 
模 总 等 于 1; 也 就 是 , 曲线 上 点 的 矢 径 对 于 曲线 长 度 的 导数 他 乃 
是 与 曲线 相 切 且 长 度 为 1 的 矢量 。 
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三 .速度 和 加 速度 的 分 解法 
设 质点 M 在 空间 曲线 LL 上 移动 , 的 矢 其 方程 是 
rt) 一 zt 十 CD7 十 2 
而 1 是 时 间 , 那 么 和 拓 世 4r = MM' 表示 动 点 在 :1 时 间 内 的 位 移 ， 


个 


(1) 
M -# 


性 2 一 3 


而 二 是 在 这 时 间 间 隔 内 位 移 的 平均 速度 。 当 4 一 0 求 平均 速度 
的 极限 就 可 以 得 到 在 时 刻 上 的 瞬时 速度 w (0 。 因 此 质点 M 运动 
的 速度 矢 m 《0 是 轨 线 的 矢 径 对 时 间 4 的 导数 : 

00) 一 全 于 一 和 i 十 于 j 十 迷 (2 一 16) 
它 的 模 等 于 


/ lv) 1 = 
或 由 式 (2 一 15) 得 


[wo | = 


另外 ,由 导 矢 的 几何 意义 知 :速度 是 在 轨 线 点 M 处 的 切线 上 ,其 
方向 指 向， 增 加 方向 ,车 切线 方向 上 的 单位 矢量 用 ， 表示 , 那么 
速度 矢 基 又 可 以 表示 成 ， 


2 了 


由 一 [win = On (2—17) 


质点 M 运 动 的 速度 矢量 的 导数 称 之 为 加 速 度 矢量 , 记 作 
ww (1) ,于 是 
w) — = (2—18) 
即 加 速度 矢量 为 矢 径 对 时 间 上 的 二 阶 导数 。 矢 函数 r (2) 的 二 阶 导 


数 于 5 可 以 从 矢量 r (六 的 投影 式 经 两 次 微分 法 而 求 得 


dr _ dz), dy), dz 人 有 
7 
但 是 ,如 果 从 式 子 
1 = rr C0) In (2—17’ ) 


出 发 , 其 中 = 是 矢 端 曲线 r = r (0) 切线 上 的 单位 矢量 , 则 可 把 二 
阶 导数 表示 成 男 一 种 形式 。 


微分 式 (2 一 17' ) 得 
d re ~ dlr Ol 十 mr CD 1 (2 一 19) 


二 直 有关 第 一 个 分 是 名 一 下 (D1 的 方向 是 滑 失 端 有 线 胞 


线 方向 , 这 个 矢量 称 为 切线 加 速度 。 第 二 个 分 量 w, = 1r' (D | 对: 


的 方向 垂直 于 矢 端 曲线 的 切线 方向 ,这 个 矢量 称 法 线 加 速度 。 


切线 加 速度 wm 的 式 子 ,可 以 改写 作 


dr’ (¢)) 2 
dd de (220) 


ds 
da 


人 一 


式 中 切线 单位 矢量 的 系数 是 洛 ， 是 运动 的 轨 线 长 度 对 时 间 的 二 
阶 导数 。 : 
现在 分 析 法 线 加 速度 w. 的 式 子 , 它 可 以 改写 为 


TO 二 = |r! (#1) | = dsdr,ds 


dt ds dt | 
z = (至 】 :|v, (C221) 
其 中 s 是 轨 线 的 长 度 ， v; 是 与 轨 线 切线 方向 垂直 方向 上 的 单位 矢 


量 。 
在 进一步 讨论 法 线 加 速度 的 式 子 前 , 先 讨论 单位 矢量 的 导数 。 
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只 变更 方向 单位 矢 a (图 2 一 4)。 那 么 ie 十 4) | 一 
la' Ci) | ; 占 A40MM! 是 等 腰 三 角形 ， 增 量 4a(t) = MM , 因此 它 


oo 人 tf 十 人 全 


图 2 一 4 


14a'(t)| = 2sin<2 


2 
矢 函 数 a (lt) 的 导数 的 模 是 : 


4 
2sin<2 sin 
= lim : 2 40 dg 
ke = Hm t = lim Ap At ~ at (2 一 22) 
2 
应 用 式 (2 一 22) 可 以 得 到 

dr | dg 
ds! ds 


像 平面 曲线 的 情况 一 样 , 量 吧 称 为 曲线 的 曲率 , 用 去 表示 它 , 其 
中 A 是 曲线 的 曲率 半径 。 因 此 式 (2 一 21) 可 写 为 


(至 ) dr | jj 
We at VD ds| RR v 
加 速度 矢量 内 便 可 以 写成 下 面 的 形式 
2 一- Tw, | 0 一 2 .十 | ) 
dsY 
ds ， 3 
= 了 zz 十 Eh 1 (2—23) 


四 .二 个 数 性 变量 的 矢 函 数 的 微分 法 
多 个 数 性 变量 的 矢 函 数 的 定义 ,前 面 已 经 讲 过 , 仿 以 前 的 定义 
可 得 两 个 数 性 变量 的 天 函数 的 定义 如 下 : 在 tw 平面 上 茶 域 品 中 
的 点 卫 的 每 一 个 位 置 对 应 着 矢量 a 的 一 个 确定 “ 值 ”〈 模 和 方向 )， 
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那么 矢量 a 就 称 为 在 域 了 上 点 了 的 函数 , 记 作 a = a (w+)。 
两 个 数 性 变量 的 矢 函 数 a (,0) 的 偏 导数 他 用 


aa 1mGCz 十 us 5)—a(u, +) 


Ou .一品 本 
定义 , 了 也 仿 此 定义 。 
从 这 个 定义 出 发 , 仿 前 面 一 个 变量 的 矢 函 数 的 证 明 ,可 以 得 到 
下 面 的 结果 。 


车 agob) 一 (ao au aCuv0)) NO 


oa _ (aa au ,au ) 
au (各 du” du 《2 一 51 


设 a=a (uv),b= 二 bv) ,c= 二 cc (uv) 在 平面 某 一 区 域 的 
偏 导数 存在 , 则 在 该 区 域内 下 列 公式 成 立 。 


《2 一 24) 


4 atu, vo) 二 +b(Cu, v0)) ~ (2 一 26) 
Qu au ou 
je alu, n)) = Fa + eS (2—27) 


au 0) .bc oo) 到 .bb 二 ai (2 一 28) 
An du du 


Qa, 7:) Xb(u, »)) 一 9 xXb+axX ob 
au Aau 


du 
例 3 设 a=e"i 十 (3u 十 42)j 十 sinvk 
求 da da .da 


au’’ Au adv" 
解 


天 一 De 十 37 十 sin?oR 


52 一 ue™t 十 43 十 uCosvk 
从 而 
ga 
dw 
Qa da 


5 xX Ep (3ucos» 一 4sin»)i | 


一 - pret 


二 Cue"'siny» — unre"'cosy» )j 
十 (4pet 一 3ue"™™)k 
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3 2.3 矢 函 数 的 积分 

一 .不定 积 分 

若 b' (1) = 二 a(t) 则 称 5(D) 是 a (90 的 一 个 原 函 数 ,a (1) 的 原 限 
数 的 全 体 , 称 为 a (0 的 不 定 积分 , 记 为 | a(D4。 和 数 性 函数 一 
样 , 若 已 知 5 (是 a (1) 的 一 个 原 湖 数 , 则 有 

: Jada=o) +e (2—29) 
其 中 c 是 任意 常 矢 其 。 

设 a (1),b (1) 是 矢 消 数 ,c 是 常 矢 其 ,是 常数 ,应 用 和 天 函数 导 
数 的 基本 性 质 , 容易 证 明和 数 性 明 数 不 定 积分 相仿 的 矢 函 数 不 定 
积分 的 基本 性 质 : 


| kacou =# | aco4 (2 一 30) 
| : * alt)dt=e* | cout (2 一 31) 
| xacou=: 。 | acou (2 一 32) 


| caco 二 b(t) dt 一 | ecow+ | ecow (2 一 33) 
车 aG 一 (es ob ,a.(t)) 则 


| acod 一 (| “ou {ada aCeat) (2—34). 
由 式 (2 一 31) 可 知 , 求 矢 函 数 的 不 定 积分 , 可 化 为 求 这 个 和 撩 函数 在 
各 坐标 轴 分 基 的 不 定 积分 。 
二 、 定 积分 
和 数 性 函数 的 定 积分 概念 完全 类 似 ,和 失 哺 数 定 积分 的 定义 是 : 
设 矢 函数 e (0 在 区 间 [7,,7,) 上 连续 , 则 a (0 在 区 间 [7,,7,) 上 
的 定 积 分 是 指 下 列 和 式 的 极限 : 


T, 
| aa = lim Da(s) (2 -一 35 ) 
其 中 人 一 由 < < 一 了 ,< 是 区 加 tii, ti) 上 上 的 一 个 点 ， 


= | 
大 畏 数 的 定 积 分 也 有 和 数 性 阴 数 定 积分 相 类 似 的 性 质 ,例如 ， 
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若 5 (是 a 0) 在 区 间 7 7] 上 的 一 个 原 范 数 , 则 


| aa 二 07) — b(7,) (2 一 36) 
荐 a(t) = 二 (a(t) ,ay(t) , a(t)) 


出 | 
了 > 
| acou= 


1 


7 了 。 了 。 
(| a,(t) dt, | a,Ct) di, | a.(Ddt ) 
7， .J 7 T， 


(2 一 37) 
用 上 表示 时 间 , 若 质点 运动 的 方程 是 r 一 ~ (0), 则 其 速 
度 v = 和 守 ,加 速度 a 二 竺 二 分 , 当 质 点 的 加 速度 为 


a= (bcost, 4sint,e ‘) 
时 , 求 全 (if) 与 弛 (tt) 。 其 中 r (0 ) 一 0 ,2 《0 ) 一 0 。 
解 


TY 一 | aat= (6 | coseu， 4 | siniat, | cu] 
二 (6sint 二 ci, 一 4cost 十 cc， 一 e ' 十 6c) 
由 于 vw (0)= 0 因而 c= 二 0,c=4,c=1 县 


v= (6sint, — 4cost 十 4,， 一 6 一: 十 1) 
。。 r 一 | wat 


一 ( | Gsintat, Ee 4cost 十 47dt， | (e+ Dat ) 
一 (一 6cost dk， 一 4sint 十 14 十 天， e ‘十 tt 十 上;) 
由 于 r (0)= 0 因而 k, 一 6 一 0 一 一 1 ,于 是 


rr 二 (一 6cost 十 6, 一 4sint 十 4t,e ‘十 1 二 1)。 
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三 人 草 场 论 


场 是 物理 现象 中 物理 量 与 空间 关系 的 一 种 表现 形式 , 场 的 概 
念 是 矢量 分 析 的 基础 。 若 空间 (或 空间 的 某 一 区 域 ) 每 一 点 对 应 着 
某 一 数量 , 则 称 为 给 定 了 一 个 标量 场 ;车 空间 (或 空间 的 某 一 区 域 ) 
每 一 点 对 应 着 某 一 矢量 , 则 称 为 给 定 了 一 个 矢量 场 。 与 时 间 无 关 
的 场 称 为 稳定 场 ,或 时 不 变 场 , 如 静电 场 , 恒 定 电流 磁场 等 等 ;与 时 
闻 有 关 的 场 称 为 不 稳定 场 或 时 变 场 ,如 交 变 电磁 场 等 等 。 

我 们 在 本 章 里 讨论 的 主要 内 容 是 :梯度 . 散 度 和 旋 度 及 其 计算 
方法 ;高 斯 定理 和 斯 托 克 斯 定理 及 其 应 用 等 。 


3 3.1 标量 场 的 方向 导数 和 梯度 


一 .标量 场 的 等 值 面 
标量 场 的 特征 是 数 性 量 , 在 标量 场 里 的 任 一 点 ,我 们 可 用 一 数 
wo 来 表示 该 点 的 物理 量 , 即 
®o=f(p)= f(r, y, 2) (3 一 1) 


由 此 可 见 , 标 量 场 可 以 表示 成 一 个 函数 的 形式 。 在 标量 场 里 ， 
f(z,y,?) 等 于 常数 的 曲面 称 为 等 值 面 , 即 


jx,，y,2) 二 c( 常 数 ) (3—2) 
令 c=c,c Cn ,Cs , 则 得 一 系列 的 等 值 面 ， 它们 充满 了 整个 
空间 并 互 不 相交 。 通 过 场 里 每 一 点 p(xo,ys,z。) 的 等 值 面 方程 为 


f(x, yy, £2) =e 
若 f(x,y,z) 是 一 个 单 值 函 数 , 则 场 里 每 一 点 只 对 应 着 函数 的 
一 个 数值 , 即 经 过 场 里 的 每 一 点 只 有 一 个 等 值 面 。 
例如 ,位 于 坐标 原点 的 点 电荷 9 产生 的 电位 函数 为 


一 ._. 
PT 4Ameor 


式 中 7 是 原点 到 观察 点 的 距离 , 即 


(3—3) 
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电位 函数 的 等 位 面 方程 为 
4 一 ( 
4Tgowv rT 十 六 二 22 


于 是 
心 十 六 十 之 一 (2 ) (3—4) 
式 (3 一 4) 代 表 以 电荷 g 所 在 点 为 中 心 的 一 个 球面 。 
二 .标量 场 的 方向 导数 
数 性 函数 1 (zz =) 的 一 阶 偏 导数 扣 , 下 .各 分 别 代 表 在 zy， 


: 轴 方 向 的 变化 率 。 在 实际 问题 里 , 我 们 还 经 常 需要 知道 在 其 它 
方向 的 变化 率 , 即 需要 讨论 1 (xz,y,z) 在 其 它 方向 的 导数 。 
定义 ” 设 标量 场 1 (P) 里 产 点 的 位 置 失 量 ( 即 天 径 ) 为 及 ,我 
们 从 P 点 引 射 线 已 它 的 单位 天 荆 记 为 和 ,方向 余弦 为 
cosaycosp ,cosy ， 即 
1" = cosai + cosfj + cosyk (3—5) 
在 了 方向 靠近 P, 点 的 地 方 任 取 一 点 P (zx,y,2),P 点 的 位 是 矢 量 为 
R (图 3 一 1), 这 时 


要 
图 3 一 1 
一 
PP = 1st 
R= Ro .ist 


当 PP 一 PP 时 , 知 
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1s PP 
的 极限 存在 , 则 该 极限 称 为 函数 f(P) 在 六 点 沿 工 方 回 的 方向 导 
数 , 记 为 
af(P) PD) flrs Yo) 一 Ci 加，2n) 
js Is .1s i 1s 

(3—6) 

式 中 

二 xo 二 .lscosa,， y= 二 .1seosp 


2 二 zn {scosv 
丰 此 可 见 ,方向 导数 代表 数 竹 画 数 ，C2) 在 菜 点 沿 菜 方向 的 变 
化 率 。 当 革 >>0 时 ,函数 1 (P) 沿 坊 向 增加 ; 当 和 革 <0 时 ,函数 
f (P) 沿 1 方向 碱 小 。 
若 (PP) 在 PP 点 可 微 , 则 


17(PD = AL) qo a (ES 


ost 十 ‘scosp 


+ fs Cosy 二 els (3—7) 


用 式 (3 一 7) 除 4s 得 
-Af CP,) = eosa + cosp + Seosy 十 :- 


1s 
当 Is 一 0 时 ,一 0, 因此 


af Po) _afCP 


9 Pn 
os i dr Se Ta 


osp 十 2 9f TY Os (3 一 8) 


当 4 一 0,8 一 了 ,一 本 时 ， =i, 式 (3 一 8) 简 化 成 2. 


同样 , 当 / 一 j 或 1 一 & 时 , 式 (3 一 8) 简 化 成 半 守 或 于 人 
如 果 我 们 用 一 条 通过 P, 点 的 有 向 曲线 < 代 葵 射线 1 (图 3 一 

2), 令 曲线 的 矢 基 方程 为 

RS) 一 Ts)EE 十 7(8s) 了 十 2z(05) 天 (3 一 9) 
式 中 s 表示 曲线 的 强 长 。 曲 线 c 上 的 函数 可 以 写成 参 变量 s 的 函 
数 形式 :. 

1(8)= /Lr(s), y(s), zCs)) (3 一 10) 
对 s 求 导 得 


9f (3) -214dT 9f(P)dy | 9f(P)dz 
Qs oar ds Ay ds oz ds 


(3 一 11) 
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网 3 一 2 


、 、 dx dy dz 
式 中 PP 是 对 应 于 参数 s 的 点 。 因 为 式 (3 一 11) 中 的 天 ,7 去 是 在 


曲线 上 己 点 的 单位 切线 矢量 = 守 的 三 个 坐标 分 量 , 即 曲线 c 正 
向 切线 的 方向 余弦 cosa,cosf ,cosy (a,，B，y 分 别 是 P 点 的 切线 矢 
量 与 x,y, 2 轴 的 夹 角 ), 所 以 式 (3 一 11) 是 函数 在 P 点 沿 正切 线 方 
向 的 方向 导数 。 它 代表 沿 曲 线 ¢ 切 向 单位 弧 长 的 变化 率 , 并 可 按 
式 (3 一 8) 计 算 。 

例 1 已 知 f(z,9,2) 二 27 十 zy 十 yz， 试 分 别 计 算 在 
P, (1 ,一 1,2) 点 沿 4A 二 i 一 2j 十 2k 和 A, 一 3%i 十 6j 一 2k 两 个 方 
阿 的 方 问 导数 。 


解 
9f 9f 一， 上 2 2 ，，;: 
7 ry, 5 一 人 四 本 2 二 2214 
在 PC, 一 1,2) 点 
9 一 9f _ 90f 
7 3 dy 3z2— 4 


XX 


iA|l=~V1 二 (一 2)* 十 2: 二 3 
沿 A 方向 的 单位 矢量 为 


， ;< 2 
A' 一 一 到 3 了 十 与 
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所 以 
1 人 
CoOSE Ta? cosp = 一 了 了， cos 一 本 
将 上 述 值 代入 式 (3 一 8) 得 沿 人, 方向 的 方向 导数 
df of 2Y /2 。 
=3(3)+5( 3 ) 1( 二 )= 9 


ds 


同样 . 
1A,|= 二 ~ 3 十 6 十 (一 2) 
2 


ds 本 
例 2 已 知 平面 场 fg 一 xy 十 2Iny、 试 求 在 2 1) 点 铅 
与 正 7 轴 成 30" 方 回 的 方 癌 导数 。 


解 在 P.(1,1) 所 
Ds HD,, 
Ox Ay 


与 + 成 30° 方 向 的 单位 矢量 为 
(一 cos30" 十 sin30 7 
因此 
< 一 2cos30*。 十 3ecos30" 一 人 3 十 Es 

例 3 已 知 / = 田 , 试 求 沿 x 十 六 二 圆周 反 时 针 切 线 方 癌 

的 方向 导数 (图 3 一 3)。 
解法 一 ”上 反 时 针 取 向 的 贺 和 撩 量 方程 为 
R(t1) = acosti asintj (1 之 0) 


该 圆 的 单位 切线 天 莉 为 
Tt 一 [一 — sinti + costj 


cogs1f = sing 一 COoSt 


方 问 余弦 为 
cosw 一 一 Sint， 


代入 式 (3 一 8) 得 
4 =y(— sint) + recost 


= 人 一作) 
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图 3 一 3 
解法 二 ”我们 把 圆 的 弧 长 表示 为 s == ql, 而 


仿 
二 dCosit 二 uCos (二 ) 


. ， S 
y= asint = a$in (二 | 
在 


于 是 
1 二 =y 二 weos( 言 sin (六 )= 和 sin (全 
: 人 2s 
UD os (2 ) 
re FG) sn) 
三 .标量 场 的 梯度 | 


从 例 1 看 出 ,项 数 1(p) 在 忆 点 沿 不 同方 向 的 变化 举 是 不 相 
问 的 。 在 标量 场 1Cz) 中 的 任 一 点 都 有 无 限 多 个 方向 ,那么 在 什么 
方 回 的 变化 率 最 大 ? 这 个 最 大 的 变化 率 是 多 少 ? 这 是 讨论 标量 场 
的 重要 问题 。 

根据 方向 导数 的 计算 式 (3 一 8) ,我 们 引入 一 个 新 矢量 ， 

G=— Sti+ gi+ gs 《3 一 12) 
G 的 三 个 分 其 代表 f 在 P 点 对 x,y, 2 的 偏 导 数 。 利 用 G, 式 (3 一 
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8) 可 表示 为 


6.r= Glcos(0, 1) (3 一 13) 


式 (3 一 13) 表 明 ,G 在 方向 的 投影 等 于 函数 了 在 该 方向 的 方向 导 
数 。 当 cos(CG,p) 二 1 时, 即 G 的 方 同 与 方向 一 致 时 , 方 同 导数 
为 最 大 , 因此 G 的 方向 代表 吗 数 f(7) 为 最 大 变化 率 的 方向 。G 
的 模 代 表 这 个 最 大 变化 率 的 数值 。 矢 量 G 被 定义 为 标量 场 1 (7) 
在 了 点 的 梯度 , 记 为 
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G = gradf 一 : i + 区 十 所 (3—14) 
梯度 的 模 为 
Earl VDE) 1s 
当 矢量 1 位 于 标量 场 1 的 等 值 面 上 时 
= gradf 。1=0 《3 一 16) 


由 于 /了 不 是 常数 ，grady 不 为 零 , 故 标量 场 了 的 梯度 方向 必须 垂直 
于 等 值 面 的 切面 , 因此 梯度 指向 等 值 面 在 P 点 的 法 线 方向 。 等 什 
面 的 单位 法 线 矢量 可 表示 为 


gradf 


"Teradf| 人 
四 梯度 的 性 质 
设 / 和 上 是 两 个 可 微 标量 场 , 则 
《1 ) grad(1 十 A) 一 grad 十 gradz 《3- 一 18) 
证 明 
grad(f 十 h) 二 Cf 十 4)i 十 襄 G 十 4)j 十 总 (十 和 Dk 
9; af af， ah， oh, ,oh 
a ay Tk torit rit zt 
= gradf 十 gradh 
(2) grad (fh) = fgradh + hgradf (3—19) 


证 明 
grad (fh) 二 计 (fh)i 十 务 (fDi 十 充 (FAOE 
-ji( 民 ) 


= [gradh + hgrad/ 


(3) gradf (hk) = /’' (kh)gradh (3—20) 
证 明 


gradf (4) 一 9f CD) i + 十 fp 


ox ay gz 


=f" (4) 人 i 十 ff CE +f’ Cp 


一 四 (Rh)gradh 
在 和 拓 基 分 析 中 ,为 了 简化 算式 和 便于 记忆 ,经 党 使 用 符号 法 进 
行 运算 。 为 此 引入 一 个 微分 算 符 VY , 称 为 哈 米 尔 顿 务 子 , 它 代表 如 
下 的 符号 矢量， 
V ii +i + ky (3—21) 
Y 算 子 本 身 并 无 实际 意义 , 只 起 运算 作用 。 利 用 VY 算 子 ,ff 的 
梯度 可 记 为 


gradf == VY /= fi 十 3 十 (3—-22) 
梯度 的 性 质 可 写成 如 下 的 形式 : 
VvV(f+h)= Vfi+ yh (3—23) 
VY (fA)=/fVh+hVi 《3 一 24 ) 
v (£ = (1 天 用 (3 一 25) 
VI(hR)= /' (hkh)YVh (3 一 26 ) 


例 4 已 知 常 矢 ec 一 o 十 cjc， 已 点 的 矢 径 为 
民 一 了 十 7 十 2 
试 求 (c。 民 ) 的 梯度 。 
解 ”因为 
C。， 及 一 cc 十 cry 十 cz 
所 以 


grad(c。 R) 一 Te Xi 十 元 (cg 十 于 (esz) 


一 Ct 十 Cj 十 ck 二 Cc 
此 例 表 明 , c， 及 的 梯度 方向 与 c〈 常 矢 ) 的 方 向 一 致 , 即 标 
积 <, 有 & 的 等 值 面 是 垂直 于 c 的 平面 。 
例 5 已 知 f(7) = ”二 ,7， 其 中 > 是 某 点 到 原点 的 距离 , 斌 


314 


玉 gradj(r)。 


解 ”内 为 
"r= 二 入 rr 十 十 2 
所 以 
3f _ afar 3f _afar af _ 3far 
dr Draor 9ay DraDy 9 D79 
or -上 =- 代 2 一 也 97 之 
Dr | x? 十 y 十 2 r oy ” r 


由 式 (3 一 20) 
gradf/ (7) = sfgradr 一 


dfr df jy 
z drr dr 
式 中 一 是 > 方向 的 单位 天 基 。 
当 fr 一 + 时 ,条 = 
gradr = 一 一 r 


、 sii 1 
当 1 一 村 时 ,六 二 
| 一 一 

grad 一 一 


了 


当 fr) 二 7" 上 | ， Sf 一 wz， 


gradr = nr “入 


frit yj zk) 


(3—27) 


(3—28) 


(3—29) 


(3—30) 


由 式 (3 一 29) ,我 们 可 以 导出 位 于 原点 的 点 电荷 9 产生 的 电位 


梯度 : 


_ 4 — 
8rady 一 erad (Ti 7)= 


4xe07 


Tr (3 一 31) 


式 (3 一 31) 也 可 以 直接 由 梯度 的 定义 得 到 , 因为 电位 函数 9 
的 等 位 面 是 以 原点 为 中 心 的 一 个 球面 , 球面 的 法 线 与 半 征 方 问 一 
致 , 因 此 gradgp 沿 球 的 半径 并 指向 了 增加 的 方向 , 即 指向 中 心 。 于 


是 对 法 线 的 微分 为 
En 一 一 个 ? 
因而 
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沿 r 方向 的 单位 矢量 为 
六 一 工 
故 
gradog 一 五: 天 (一 rr ) 一 — Tr 
如 果 把 电位 差 的 定义 应 用 于 相距 的 两 点 上 , 则 
dp=—E.dl 
式 中 
z d= dri dyijt dzk 
E=EitE,ijt Ek 
所 以 z 
dp = — [hdzr + Edy tt Edz) (3 一 32) 
但 9 是 z,y,z 的 函数 , 故 dp 可 写成 全 微分 形式 : 
dp = Fdr + Gedy + eds (3 一 33) 
比较 式 (3 一 32) 和 (3 一 33) 得 
及 一 一 22， 已 = 一 宛 ， b.= 一 字 
因此 
E=— (Fi + i + Fe ) 
= 一 grado (3 一 34) 


例 6 已 知 金属 球 里 的 温度 分 布 为 1f(r) = em, a 是 一 个 正常 
数 , 试 求 其 温度 梯度 。 


解 ” 由 式 (3 一 27) 
gradf(r) = fr 一 ='2ar 
明度 梯度 方向 (7) 代 表 温度 增加 最 快 的 方向 。 与 其 相反 的 方向 ( 沿 
天 径 指 向 原点 ) 代 表 冷 却 最 快 的 方向 。 


例 7 设 忆 和 屎 是 两 个 焦点 , 动 点 P 到 的 距离 为 r ,到 
h, 的 距离 为 六 2 9 已 知 r 十 7 一 2a 是 国 数 9 三” 十 7 的 一 条 等 值 
线 , 试 证 明 在 椭圆 上 所 作 的 法 线 平分 两 和 撩 径 间 的 夹 角 (图 3 一 4)。 
解 
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grado = gradr, + gradr, 
由 式 (3 一 28) 


gradr, = ri 
gradr, = r’ 
因此 : 
grado 一 ri 十 73 
式 中 各 分别 是 从 F, 和 FF, 到 P 点 方向 的 单位 矢 径 , 它们 的 模 
都 等 于 1。 矢 量 gradp 是 r? 和 7 构成 的 平行 四 边 形 的 对 角 线 , 它 
平分 两 边 的 夹 角 并 指向 等 值 面 在 P 点 的 法 线 方向 。 
若 在 例 7 中 的 不 是 椭圆 而 是 双 曲 线 " 一 " = 2a ,或 者 是 以 坐 
标 原点 为 焦点 的 抛物 线 , 我 们 也 能 得 到 相同 的 结论 。 
椭圆 、 双 曲线 ,抛物 线 等 二 次 曲线 的 上 述 几 何 性 质 在 光学 等 方 
面 有 重要 的 应 用 。 


qradj (p) 


3 3. 2 ”矢量 场 的 力 线 方程 
天 量 场 的 特征 是 矢 性 量 , 其 数学 式 为 
A(R)= A(zx, y, 2) 《3 一 35) 
其 投影 式 为 
A(zr, y,2)= A(r, y, zi Alr, y, 2)j 


十 A.(z, y, 2)k (3—36) 
式 中 4.,4,,4. 都 是 z,y，,z 的 数 性 函数 。 


37 


从 式 (3 一 36) 看 出 ,三 个 数 性 函数 可 以 完全 确定 一 个 矢量 场 。 
为 了 用 图 形 和 直观 地 表示 出 一 个 矢量 场 , 人们 引入 了 力 线 〈 即 矢量 
线 ) 的 概念 。 力 线 上 每 一 点 的 切线 方向 与 矢量 在 该 点 的 方向 一 致 。 
应 当 指 出 , 力 线 在 每 一 种 矢量 场 里 都 有 具体 的 物理 意义 ,例如 电场 
中 的 电力 线 ,磁场 中 的 磁力 线 等 等 。 

一 般 说 来 ,矢量 场 里 的 每 一 点 都 有 且 只 有 一 条 力 线 通 过 ,所 以 
力 线 充 满 了 整个 矢量 场 空 间 而 且 互 不 相交 。 力 线 只 能 表示 出 在 各 
态 的 矢量 方 同 , 不 能 表示 出 模 的 大 小 。 为 了 能 够 同时 表示 出 矢量 
模 的 大 小 , 通常 是 使 通过 垂直 于 矢量 方向 上 单位 面积 的 力 线 正比 
于 该 矢量 的 模 , 于 是 力 线 的 稠密 程度 即 代表 矢量 模 的 大 小 。 

设 天 量 线 上 任 一 点 的 矢 径 为 

R=7rityiji zk 
因此 
dR = dri dyijt dzk 
它 代表 在 P 点 与 力 线 相 切 的 矢量 。 按照 定义 , dR 应 与 A 共 线 , 所 
以 


于 是 
A 一 (3—37) 
式 (3 一 37) 代 表 力 线 的 微分 方程 。 


例 1 试 求 位 于 原点 的 点 电荷 4g 产生 的 电力 线 方程 。 
解 ” 由 式 (3 一 34) 和 (3 一 31) 


玫 一 一 grady 一 和 Sr 一 T (ri yi 二 zk) 
将 上 式 代 入 式 (3 一 37) 得 电力 线 方 程 为 
dz _dy_ dz 
r+ YY 2 
积分 上 式 得 
jnz 一 Jnzy 十 ec 


即 
世 样 
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由 此 可 见 ,点 电荷 9 的 电力 线 是 从 点 电荷 所 在 点 发 出 的 一 族 射线 。 
例 2 试 求 载 直 流 电 流 /的 无 限 长 导线 产生 的 磁力 线 方程 。 
解 ” 设 载 流 导线 位 于 = 轴 上 (图 3 一 5), 根据 安培 定律 ,电流 


元 1CeR 在 PP(z,y 22) 点 产生 的 磁场 强度 为 
J 2 LldskXr) 
4 


7 


整个 载 流 导线 产生 的 磁场 强度 为 
这 
rr 二 Xi 十 yj 十 zk 
Tr! 二 Ti 二 yj 十 (z 一 E)k 
ri = 人 基 十 六 十 (一 上 一 /1 十 (2z 一 E) 
dék Xr= — ydsit raej 
因此 


H= 让 (一 | rs 


+ | mre si) 
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(— yi 二 zj) 


-| dé 
1 CF (2) 
由 此 可 见 ,H 位 于 平行 于 y 的 平面 上 。 
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£—z= ptgt, de 一 一 上 dt 


J TPT GE cositp + ptgt” 


dt 工 


所 以 
H = rp(— vit zl) (3 一 38) 
将 式 (3 一 38) 代 入 力 线 方程 (3 一 37) 得 
dz _ dy dz 
—y 7 0 
为 了 使 上 式 有 意义 ,dz 必须 等 于 考 , 即 
z 一 5c( 币 数 ) 
因此 
ztdz 一 一 3dy 
积分 上 式 得 
村 一 一 打 十 6 
即 
rz 十 y= 二 20, 


由 此 可 见 , 磁力 线 是 中 心 在 z 轴 且 位 于 平行 于 2 平面 上 的 一 族 同 
心 圆 。 


3 3.3 天 量 场 的 线 积分 
一 ” 线 积分 的 定义 
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在 矢量 场 A 中 , 任 取 一 连接 P,(R。) 和 已 CR) 的 光滑 曲线 "， 
我 们 用 4R 表示 位 于 曲线 * 的 切线 上 , 以 切 点 为 始点 而 模 14 有 | 等 
于 弧 元 4& 的 小 矢量 , 作 标 积 ， 

UU= A* .1R= A.AR 
式 中 4 是 4 有 始点 的 矢量 , 4, 是 4 在 切线 上 的 投影 。 将 所 有 晶 
线 c 的 弧 元 48 投 列 的 标 积 相 加 , 并 使 弧 元 数 无 限 增加 , 而 且 使 每 
一 弧 元 各 自 趋 于 零 , 求 它 的 极限 即 可 得 到 积分 


;= -| 4 dR = ec; yg, 7) Rat (3—39) 
0 称 为 拓 量 A 沿 曲 线 c 的 线 积 分 。 
因为 
4.(7， 区 ， Z) 一 AAA(z， ys Zz) 了 
式 中 是 曲线 e 的 单位 切线 矢量 : 
有 R' CO 
| R’' (1) | 
所 以 
疡 1 
一 ,RO { 
a ‘R= | (4 rT )R' Cat 
= | .1) 1R CD 1dt= | 4 | 
式 中 
[dB 一 ds 
因此 
P) 
[a .dR 一 | 4as C3 40) 


式 (3 一 40) 表 明 , 矢 量 的 线 积分 实际 上 代表 矢量 在 曲线 e 的 切线 方 
向 分 量 相对 于 弧 长 的 积分 ， 
车 4 代表 作用 于 质点 的 力 , 曲线 * 代表 质点 的 运动 轨迹 , 则 
线 积分 (3 一 40) 表 示 当 质点 从 P, 点 运动 到 P, 点 时 该 力 所 作 的 功 。 
矢量 沿 闭合 曲线 的 线 积分 称 为 该 矢量 沿 此 曲线 的 环流 , 记 为 
中 4 dR 
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环流 与 积分 的 方向 有 关 , 通 常规 定 沿 反 时 针 方 向 的 积分 为 正 。 

若 用 A 的 投影 式 表 示 , 则 

A。dR= Adr Ady Adz 
因此 
ja .dR C= | 4 十 | ay 十 | 44z (3—41) 

用 式 (3 一 41) 计 算 线 积分 时 ,常用 单一 参数 的 函数 来 表示 在 曲 
线 上 茶点 的 坐标 ,从 而 把 线 积 分 变 成 一 个 简单 的 积分 。 

例 1 已 知 祭 三 一 外 十 好 试 计 算 沿 国 周 关 十 六 = 二 一 圈 的 环 


流 。 
解法 一 ”在 圆周 上 任 一 点 的 参数 方程 为 (参见 图 3 一 3)， 
R(t) = acosti + asintj (0 过 tH 27) 
X(t) = acost, y(t) = asini 
人 一 — asinti + acostj 
当 t 从 0 增加 到 2x 时 ,该 点 绕 圆 周一 圈 。 在 圆周 上 


dR 。 ， ，。 . 
p: zf = (—asinti -acostj) 。 (— asinti+ acosti) = a 


代入 式 (3 一 39) 得 


中 VER 一 | = 270° 
解法 二 、 利 用 式 (3 一 11) 
| a. dR 一 | 一 ydx 十 | za 
把 圆周 上 某 点 的 坐标 表示 成 参数 1 的 函数 


Z = acost, y = asint (0 二 1t 27r) 
dr = — asint, dy = acost 
所 以 
AdR=— yt zay 
一 at = 2zro 
解法 三 沿 曲 线 上 半 周 积分 时 
yy 一 人 AQ 一 人 (4 之 ?之 一 a) 
一 
fy = dr 
7 /a 一 2 
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沿 曲线 下 半 周 积分 时 


y= 和 Mar (—a 夺 fa) 
T 
y /a— 7 


代入 式 (3 一 41) 得 


$A -dR = 中 一 dz 十 中 ze 


= | -naz+|- 二 dx 
gq 7 
7: 
+ [Vert | 一 一 一 
LA 


阅 立 
vv 和 
一 ?2 | V0: ~— Xdr 十 | = 
J CA — x’ 
一 EB 一 2 十 aarcsin- 


十 =- Z、/ 虹 一 和 十 mrarcsin 二 | ”一 27F0 
例 2 试 计 算 力 F(z,y,z) 二 zyi 十 yzj 十 zzkh 使 质点 从 
PC0,0,0) 点 沿 曲 线 ROOD) = 二 丰 十 2tj 十 30k 运动 到 P.(1,2,3) 点 
时 所 作 的 功 。 


解 曲线 的 参数 方程 为 


+ 一 了 y 一 2， z= 38 (0 雪上 二 1) 
因此 . 

F = 28i+ 6 + 3tk 

i 十 908 

t 
dR _ ， 
F。 -一 3 十 511 

力 F 所 作 的 功 为 


W 一 | 2 + 511)d = 109/14 =7.79 


例 3 已 知 下 = zyi, 试 计算 积分 路 径 分 别 为 从 点 (00, 经 点 
(1 1, 点 (1 ,2), 点 (0, 2) 回 到 点 (0, 1) 的 正方 形 和 从 点 (0, 1) 经 
点 (1 ,点 (1，2) 回 到 点 (0, 1) 的 三 角形 的 环流 (图 3 一 6)。 
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图 3 一 6 


解 (1) 计 算 沿 正 方形 的 环流 
在 垂直 边 上 ,下 与 4R 垂直 , 标 积 为 零 。 在 底 边 ,F 与 4R 同 癌 ， 
标 积 为 正 ;在 下 底 ,F 与 4R 反 向 , 标 积 为 人 负 。 于 是 
br. (dR 一 | (zz，1]17dz 十 | (rx, 2)d7r 


1 
一 | zz 一 | 2zz = 一 了 
(2) 计 算 沿 三 角形 的 环流 
在 斜 边 ,下 与 4R 的 夹 角 二 7/2, 标 积 为 负 。 
1-x=y (0 达 X 世 1) 


pF .dR 一 | mcr， 1)dzr 十 | rez， 1 十 zydz 


一 | za 一 | za 二 xX)adr 


一 一 | ra 一 一 三 

注意 :关于 本 例 第 二 项 的 负 值 问题 ,我 们 可 以 把 负 号 写 在 积分 
号 外 , 积分 了 眼 从 0 到 1; 也 可 以 使 积分 限 与 路 径 移 动 方 癌 一 致 ， 邵 
积分 限 从 1 到 0, 负 号 包含 在 积分 值 内 。 但 这 两 种 方法 一 定 不 能 
同时 用 于 一 个 算式 里 。 

二 ”与 积分 路 径 无 关 的 线 积分 

例 3 的 结果 表明 ,一 般 说 来 , 天 量 的 线 积 分 与 连接 P，。 和 P, 两 
点 的 积分 路 径 有 关 。 若 矢量 4 的 线 积分 值 只 与 端点 P 和 已 有 
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关 ,而 与 连接 该 两 点 的 曲线 形状 ( 即 积 分 路 径 ) 无 关 , 则 将 该 积分 称 
为 与 路 径 无 关 的 线 积分 。 
定理 1] 梯度 gradyp 沿 连接 PCR) 和 PCR,) 两 点 的 任 一 曲 
线 e 的 线 积分 等 于 函数 gg 在 P。 和 P'; 两 点 的 值 差 。 即 
| grady 。dR = [a = oR)— oR,) 


= (x, yi, Z1) — Pz, Yu. Zu) (3— 42) 


证 明 假设 
gradlp =F= Fi Fi Fk 
印 
292 _ 92 99 _ 
二 一， 和 一， 3 二 
今 


RD 一 z(CDOi 十 9 十 zz (< 委 i 魏 2 
代表 连接 P, 和 P, 两 点 的 任 一 曲线 。 的 参数 方程 , 则 


| .dR 一 | (Fdz + Fdy 十 Psdz) 


_ , dpdzr | 9pady Se a 
加 | graay dR = | (中 各 + 加 名 十 引 吉 


= | 名 ~ gt 一 [aw = of z(t), yt), zt) |): 


z 一 VC Ys 2) ~— Pro, Yo zu) 
证 毕 。 

由 此 定理 可 得 

推论 1 者 9 是 一 单 值 函数 , 则 gradg 的 线 积分 与 路 径 无 关 。 

推论 2 grade 沿 闭 合 路 径 的 线 积分 等 于 零 , 即 

Psradwp sdR=0 (3— 43) 

定理 2 者 矢 量 A 的 线 积分 与 积分 路 径 无 关 , 则 矢量 A 必 为 
某 一 标 函 数 mw 的 梯度 。 

证 明 令 c 和 < 是 连接 P, 和 P, 两 点 的 两 条 不 同 的 积分 路 
径 , 由 给 定 的 条 件 : 

和 dR 一 a- dR 


我 们 将 R。 看 成 是 一 个 常 矢 ， 由 于 积分 与 积分 路 径 无 关 , 故 积分 值 
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是 RR 的 了 消 数 ,用 wm (R) 表 示 为 


| 4 +aR= wR) 


我 们 取 与 P 点 相 邻 的 一 点 PC(R 十 AR), 令 js 是 pp 的 长 度 ， 
s 征 PP 方向 的 单位 矢量 (图 3 一 7)。 经 过 PP 点 的 线 积 分 路 径 为 
PvPP' ， 则 

"一 %CP= | A.dR= | A-dR— | A.UR 


PP PopPP' PoP 


~ R+AR 


图 3 一 7 


奇 取 PP' 为 一 直线 ，Pw 代表 其 上 的 一 动 点 , du 代表 此 动 点 到 PP 点 
的 距离 , 则 


dR = sdu, A。.adR= A.(M)adun 
因此 
| 4 。dR 一 | 4M) 
pp' 
由 中 值 定理 


| A:IdR= A(M’' )1s 


式 中 M' 是 线段 PP' 中 间 的 一 点 ,因此 


pAP! ) 一 (CP) = A.CM') 
As 


取 极 限 4s 一 0 得 
了 一 4.( 1 ) 
根据 梯度 的 定义 
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各 一 grad0， 《3 一 -41 ) 
定理 3 大 和 撩 基 妈 对 任 一 矢 径 及 的 微分 虹 与 标 呀 数 9 的 关 
系 为 


dmp=A* dR 
出 
A=28radg 《3- 一 45) 
证 明 函数 9 的 全 微分 为 
dg = S2dz 十 了 十 FE 
而 
gdp, | 9 
gradg 一 i 十 一 = gv] 了 十 本 = 
dR= dritdyj + dik 
所 以 


gradp + dR = 2 ed 十 52 yy 十 Sq 


dn = gradp *。 dR 
将 上 式 代 入 给 定 的 条 件 : 
dnp = A* dR= grady * dR 
即 
(gradop 一 人 A)，d 民 一 0 
因为 4R 是 一 任意 和 失 量 , 故 
A=gradg 
定义 右 4 一 grady,y 是 一 单 值 孙 数 , 则 矢 其 场 A 称 为 势 
芋 场 (或 位 场 . 保 守 场 ) 。 
符 令 一 一 2， 则 冰 数 " 称 为 势 函 数 ( 或 位 函数 ), 势 量 场 A 与 
位 函数 + 间 的 关系 为 
入 一 一 gradh (3 一 46) 
所 以 执 量 场 是 一 个 梯度 场 , 它 的 势 函数 有 无 限 多 个 ,但 它们 之 间 只 
差 一 个 常数 。 
例 4 已 知 ACr,y,2:) 一 (y< + e'cosy)i (rz2— eSiny)j++ (ry 
十 2z)R 是 一 势 量 场 , 试 求 势 函数 *。 
解法 一 ”因为 
grad 一 从 
所 以 
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22 — 4. 一 zf2 十 ercosy 


ox 

op _ _ Ti : 一 47 
了 一 4 二 24 e'siny (3—47) 
IP 4 ory 22 


之 


对 z 积分 得 
| an 一 | (yz eCcosy) adr 


p=—=7ryztecosyt f(y, 2) (3 一 48) 
式 中 f(y,z) 是 “积分 常数 ”( 因 只 对 z 变量 积分 )。 将 式 (3 一 48) 对 
y 求 导 得 


=r esiny + fly, z) (3—49) 
使 式 (3 一 49) 与 式 (3 一 47) 第 二 式 相 等 得 


f'(y, 2)=0 (3—-00) 
式 (3 一 50) 表明 f(y,z) 不随 y 变化 ,我 们 用 f(z) 表示 。 于 是 式 
(3 一 48) 变 为 
9 = xyz+e'cosy 十 f(z2) 
将 上 式 对 z 求 导 并 使 之 与 式 (3 一 47) 第 三 式 相 等 得 


P=zy+f (2) =zy+22 


于 是 
f' (z) 一 2z 
f(z) 二 2 十 c 
式 中 。 是 任意 常数 。 最 后 得 z 
0 一 zzyZ 十 ercosy 十 2 十 e 
势 了 滑 数 bz 二 一 gp, 即 。 
vv 二 一 (xyz 十 er*cosy 十 2 十 Cc) 

解法 二 因为 A 是 一 势 量 场 , 所 以 在 作 A 的 线 积分 时 , 可 将 
P, 点 选择 为 坐标 原点 ,积分 路 径 沿 xz 轴 到 把 (z，0, 0) 再 沿 平行 于 
y 轴 的 路 径 到 点 (z, y,0) ,最 后 沿 平行 于 z 轴 的 路 径 从 z = 0 积分 
到 (z,y,z) ,如 图 3 一 8 所 示 。 

由 式 (3 一 45) 


p(T, Yy, 2Z)— [ap = ‘a -dR 
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P(x, y, 2) 


一 | Ca 十 4A,ady 十 A.dz) 
一 | 4G， 0,0)az 十 | 42, ys 0)dy 


十 | 4,'y, z)dz 
将 4,, 4,, 4; 代入 上 式 得 
p(xr, y, 2) 一 | eaz+ | esinyay + | cz 2z)dz 
二 (e' 一 1) 十 e'(cosy 一 1) 十 xyz 十 Zz? 


= XYy2 十 ercosy 十 2 一 1 
与 解法 一 比较 得 c 二 一 1。 函 数 »= 二 一 g。 
定理 4 者 A 沿 任 一 闭合 曲线 的 积分 为 零 , 则 A 必 为 一 势 量 


场 。 / 
证 明 设 积 分 路 径 为 PP.PPsP,, 则 
A。dR 十 A。dR 一 0 
PoPP ProP, 
即 
4A。dR 一 人 A。dR 
PoPIP PoPoaP 


由 定理 2，A 必 为 势 量 场 。 
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注意 :本 定理 要 求 A 沿 任 一 团 合 曲 线 的 积分 都 必须 和 等于零 。 
例 5 试 证 明 4(z,g) 一 z 天 十 好 沿 中 心 位 于 原点 的 所 有 圆 
的 线 积分 为 仿 , 但 4 却 不 是 势 基 场 。 
解 ”中心 位 于 原点 ,半径 为 ea 的 圆 参 数 方程 为 
7 = acost, y = asint 《0 委 ! 委 27) 


因此 


dx — — asintdat, dy = acostd!t 


中 PR 一 中 (Adr 十 Ady) 
[| 全 


一 | CCacost) (usSint)( 一 0Ssint) 
十 (asint) (acost ) ]dt 


2 
一 | (— a'costsin’t 十 asintcost at 
[i 


1 | sint (7 | .2 
— —( 号 < 十 a si :| 二 0 
如 果 我 们 把 积分 路 径 改 为 连接 四 个 顶点 (0，0) ，(1，0) ，(1， 
1) 和 (0, 1) 的 正方 形 ( 沿 反 时 针 方 向 ), 则 
pA dR= | yw 十 | zez+ | yy = 一 亏 
由 此 可 见 , 线 积分 与 积分 路 径 有 关 , A 不 是 势 量 场 。 


3 3.4 和 失 量 场 的 通 量 
一 “有 向 曲面 
在 空间 的 任 一 双 侧 曲面 (闭合 的 或 非 闭合 的 ) s 上 的 每 一 点 ， 
我 们 都 可 以 作 一 单位 法 线 矢量 n, 如 果 s 是 闭合 曲面 , 则 规定 外 法 
线 是 正方 铝 ; 如 果 s 是 非 闭 合 曲 面 , 则 应 该 规定 一 侧 为 正方 向 , 另 
一 侧 为 负 方向 。 凡 是 规定 了 正 侧 的 曲面 都 称 为 有 向 曲面 。 如 果 曲 
面具 有 连续 转动 的 法 线 , 则 称 为 光滑 曲面 。 


曲面 的 隐 式 方程 记 为 
f(xz,y, 2) 一 0 (3—51) 
奉 将 变数 > 看 成 是 另外 两 个 变数 z,y 的 函数 , 即 
= z(x,y) (3—52) 


则 式 (3 一 52) 是 曲面 s 的 显 式 。 
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例如 单位 球 (半径 为 1 的 隐 式 为 
7 十 十 2 一 1 二 0 
而 它 的 显 式 为 
: z 二 十 ~ 一 (7 十》 
曲面 除 上 述 两 种 表示 法 外 ,还 有 一 种 更 有 用 的 表示 法 , 称 为 参 
数 法 。 这 种 方法 类 似 于 用 只 含 一 个 参数 的 三 个 参数 方程 来 表示 一 
条 空间 曲线 , 我 们 用 含 两 个 参数 4 和 + 的 三 个 参数 方程 来 表示 曲 
面 sy， 有 
T=7Iu, 0), Y= yu 1), 2 一 2 20) (3—53) 
设 式 (3 一 53) 的 函数 在 罗平 面 的 某 一 区 域 Dp* 内 有 定义 且 连 续 。 
式 (3 一 53) 的 参数 方程 可 以 合成 一 个 矢量 方程 ， 
R(u, 2D) 一 2 oi 二 yu, 0) 十 2 0)k (3 一 54) 
R 代表 相应 于 在 D* 域内 点 (xso) 在 曲面 s 上 的 矢 径 。 
司空 间 曲 线 一 样 ,曲面 的 参数 表示 法 并 非 唯 一 的 ,我 们 也 可 以 
用 另外 的 参数 <，7 来 代替 这 9 人 它们 之 间 的 关系 为 
§ = 6(u, 9), ?一 人 CD) 
若 在 域 9" 内 


9(E, 7) 
d(u, ») 0 


则 从 ws" 平面 到 <,? 平面 的 变换 具有 一 一 对 应 的 关系 。 

设 式 (3 一 54) 右边 表示 的 函数 在 域 0* 内 连续 可 导 , 则 在 域 
D" 内 直线 b+»= w 的 象 是 s 面 上 的 一 条 空间 曲线 c， 称 为 在 该 面 上 
的 4 坐标 曲线 ,而 9R(w,w)/3wu 是 与 坐标 曲线 相 切 的 切线 矢量 。 
同样 , 4 二 ww 的 直线 是 在 s 面 上 的 » 坐 标 曲 线 ec, 它 的 切线 矢量 是 
9R(w,v)/9v。 坐标 曲线 和 ec: 相交 于 s 面 上 的 Po 点, 与 域 D* 内 
的 点 《xuoyon) 相对 应 (图 3 一 9) 。 


若 
dR (wu,, 20) 
ou 0 
并 且 
Se, vw < 0 
» 


则 各 和 3R/3w 在 P 点 决定 了 一 个 平面 , 此 平面 的 单位 法 线 矢 量 
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oR (ww,， v0) oR (w,， v0) 
du ov jo 
TT oR (wo, vo) dR (wu, p60) (3 551 
ou dv 


二 “表面积 

为 了 确定 s 的 面积 ,我 们 将 s 看 成 是 在 条 件 (3 一 54) 情况 下 域 
D* 的 象 。 在 域 Dp* 内 矩形 4BCD 在 s 面 上 映 象 成 曲线 的 平行 四 边 
形 4 Br C1 p' ,以 4s 表示。 该 面积 近似 于 边 长 为 13R/3u|Aw 和 
[3R/3v14v 所 构成 的 平行 四 边 形 的 面积 ( 见 图 3 一 9)。 为 了 证 明 
这 一 点 , 当 v 固 定时, 我 们 把 参数 4 想象 成 时 间 , 这 时 9R/3w 代表 
速度 矢量 , 而 13R/394|4u 代表 在 4u 时 间 内 4' 点 沿 坐 标 曲 线 运 
动 的 距离 , 它 近 似 4s 的 边 长 水 B' 。 同 样 ，13R/3wv14v 近似 于 边 
长 4 D' 。 于 是 


4s 一 | 区 4 x 4 = 3 X AuAv 
积分 得 
:一 | 3 X audo = | .as (3—56) 
式 中 


DZ 


称 为 表面 积 元 。 
例 1 试 计算 半径 为 ,中 心 位 于 原点 的 圆 球面 积 。 
解 以 4 和 表示 的 圆 球面 参数 方程 为 
和 一 asinbcosp， -. y= asingsing, 
z= acosg (0 过 Ox, 0 E27) 
天 量 方程 为 


RO0, 0D) 一 asingcosgoi 十 asin0sing%j 十 acosOR 
于 是 
oR 。 . 。 。 
37 二 acospecos0i + asinypcosoy 一 CSinOR 
oR ，，。  ， . . 
3% 一 asSingbsingi 十 asinOcosmj 
dR aR . . 
人 2 一 4 4 4 4 2 站 2 
30 ~ 3% [ Sin 0 十 acos peos sin 0 
十 2a'cos’psin’*ycos0sin8 十 osin'yeostbgsinrg| 
一 a'sin’g 十 《arcos pcostsing + e'sin'geosOsing) "| l 
和 
”一 [wsino 十 wecosz0sing| = azsin0 
由 式 (3 一 56) 


3 一 中 | esineuedo 一 4xa 

定理 1 任 一 闭合 面 的 面积 矢量 等 于 零 , 即 
has=0 (3—57) 
证 明 首先 证 明 本 定理 对 于 四 面体 成 立 , 然后 将 一 个 多 面体 
分 成 很 多 个 四 面体 , 于 是 多 面体 各 面 的 矢量 和 加 上 因 分解 成 四 面 
体 而 增加 的 各 个 面积 矢量 和 也 应 等 于 零 。 但 是 , 这 些 增加 的 面 必 
然 是 两 个 四 面体 的 公共 面 , 当 我 们 取 正 法 线 时 ,对 于 一 个 四 面体 是 
菜 一 方向 , 则 另 一 四 面体 的 方向 必 与 前 一 四 面体 的 方向 相反 ,因此 
这 些 面 积 矢量 和 恒 等 于 鹤 , 即 闭 合 多 面体 各 面 的 矢量 和 等 于 零 。 
最 后 把 多 面体 推广 到 和 任意 闭合 曲面 ,我 们 作 该 曲面 的 内 接 多 面体 ， 
在 极限 情况 下 ,闭合 曲面 的 面积 矢量 等 于 多 面体 的 面积 矢量 , 即 等 
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于 零 。 

根据 上 述 分 析 , 只 要 我 们 证 明 四 面体 的 面积 矢 基 和 等 于 鹤 即 
证 明了 本 定理 成 立 。 

我 们 将 四 面体 投影 到 任 一 平面 上 , 例如 z 平面, 它 的 形状 只 
可 能 是 图 3 一 10 所 示 的 两 种 之 一 。 投 影 后 得 到 的 每 个 三 角形 都 可 


(6) 


图 3 一 -10 


以 用 一 面积 矢 其 来 表示 ,其 方向 按 三 角形 投 沪 面 的 外 法 线 与 轴 
的 夹 角 是 大 于 x/2 或 小 于 x/2 而 指向 正 z 或 负 z 的 方 间 。 

在 图 3 一 10 (a) 里 , 三 角形 BAC ,BpA, pC4 的 面积 矢量 方 癌 与 
三 角形 BCD 的 面积 矢 基 方 同 相反 , 因为 如 果 BCD 的 外 法 线 指向 正 
:方向 , 则 其 余 三 角形 的 外 法 线 必定 指向 负 z 方向 ,又 

SaABep —= SApac 二 SApp4 二 SApea 

故 四 面体 在 该 投影 面 上 的 面积 矢 甚 和 等 于 考 。 

同样 , 也 可 以 证 明 图 3 一 10 (2) 的 情形 。 这 时 两 三 角形 B4C、 
BD4 的 面积 矢量 与 另外 的 两 个 三 角形 BC7、C4D 的 面积 矢量 方向 
相反 ,而 且 


心 入 B4C 十 和 人 5D4 一 一 SS Apep 十 S Acap 


故 面积 矢 甚 和 等 于 零 。 
因为 可 以 用 任意 平面 来 代替 xy 平面, 故 四 面体 表面 积 矢 基 在 
任 一 平面 上 的 投影 都 等 于 专 , 所 以 四 面体 的 面积 矢量 必 等 于 鹤 ,证 
毕 。 
推 伦 ” 奉 A, 是 一 个 常 矢 其 ，s 是 一 团 合 曲面 , 则 
a sds=0 (3—08) 
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三 ”矢量 场 的 通 量 

设 A (x,y,z) 是 在 有 向 光滑 曲面 s 上 P 点 的 一 个 矢量 ,n 是 同 
一 点 的 单位 法 线 失 量 ,， 如 果 我 们 把 s 面 分 成 很 多 个 极 小 的 面积 元 
4s， 则 4。as 称 为 流 过 该 面积 元 的 通 蘑 。 矢 其 A 流 过 s 面 的 通 基 


| A.»uds =|| 4 。 nds (3—59) 
式 中 A 称 为 通 量 密度 。 
式 (3 一 59) 也 叫做 矢量 A 对 s 面 的 面积 分 。 将 式 (3 一 55) 和 
(3 一 56) 代 入 式 (3 一 59) 得 


| 上，。ds 一 | AAA。 加 x 于 |dutr 《3 一 60) 
hs in: du A 
又 
Ary az) 一 4 十 4 十 4 
mn 一 cosai 十 cospj cosyk 
因此 
| 和 人 A。 ndsGo 二 | [4,cosw 十 4ycos1 十 A.cosy ds 
而 


Cosads 一 dydz 
cospids = dadr 
cosyads = dxdy 
分 别 表示 面积 元 ds 在 灵 ,2Y,x9 平面 上 的 投影 。 所 以 
ja 。 ds 一 | Gdyds + Asdadr + Adzdy) (3—61) 
式 (3 一 61) 的 面积 分 形式 类 似 于 式 (3 一 11) 的 线 积分 形式 。 
现在 我 们 来 看 看 面积 分 的 物理 意义 。 设 有 一 流速 场 o (x,y， 
z), 流体 是 稳定 流动 的 ,不 可 压缩 的 液体 (不 可 压缩 表示 流体 的 密 
度 不 变 ), 令 密 度 等 于 1。 当 流体 从 面积 元 ds 上 流出 时 , wv 指向 外 
侧面 , 在 很 短 的 时 间 .tt 内 ,流出 ds 面积 元 的 流 其 等 于 以 ds 为 底 ， 
楼 边 为 v4 的 柱 体 , 它 的 体积 ; 
Vt SS 一 ts 
在 单位 时 间 内 流 过 面积 元 ds 的 通 基 为 
dQ 二 ww。 ds 
流 过 整个 面 s 的 流 基 ( 通 基 ?为 
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0 = | ms (3 一 62) 
当 ,与 ds 成 锐角 时 ,+ 指向 ds 的 正 侧 , dQ > 0, 表示 在 单位 时 
间 内 流 过 ds 的 通 量 为 正 ; 当 w 与 ds 成 钝 角 时 , wv 指向 ds 的 负 侧 ， 
通 量 为 负 。 当 总 通 量 & > 0 时, 表示 从 正 侧 经 过 ;的 流量 大 于 从 
负 侧 经 过 s 的 流 基 。 
若 s 为 一 闭合 曲面 , 则 通 量 为 
o= 秆 。 。 ds (3 一 63) 
它 代表 流出 * 面 的 正 通 量 和 流入 * 面 的 负 通 量 的 代数 和 。 当 @ > 
0 时 , 流出 量 大 于 流入 量 ， 闭合 面 * 包围 的 体积 内 必定 有 源 在 
在 , 称 为 正 源 ; 当 8 二 0 时 , 流入 其 大 于 流出 其 , 体积 内 存在 负 
面积 分 在 电磁 场 理 论 里 有 很 重要 的 应 用 , 例如 , 电 通 量 密度 
(电位 移 失 量 ) D 穿 过 面 s 的 电 通 量 为 . 


0.=|| Das (3—64) 
磁 通 量 密度 B 穿 过 面 s 的 磁 通 其 为 : 
o.= ||a 。 ds (3 一 65) 


例 2 试 计 算 矢 径 民 一 天 十 好 十 决 经 过 直 圆 柱 的 通 量 , 设 坐 
标 原 点 位 于 图 柱 下 底面 的 中 心 , 圆柱 半径 为 ,高 度 为 六 (图 3 一 
11) 。 

解法 一 ”由 式 (3 一 63) 


0 一 ha ea。 CS 一 | Rds 十 | Rds 十 | Ras 
式 中 s, 代表 圆柱 的 侧面 , s; 代表 上 底面 , s, 代表 下 底面 。 


在 下 反面 ,R 与 法 线 n 正直 ， R, = 0,， 因此 


| Rs =0 
"3 


在 上 底面 ,n 平行 于 z 轴 , ,二 4, 因此 


| 有 ,ds = 中 ds = Aah 
“y md 


在 侧面 ,外 法 线 n 平行 于 xy 平面 , ,二 a, 因此 


上 Rds 一 | ds 一 20 
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于 是 


(DR 。 ds — 3xra'h 


解法 二 ”计算 通过 上 、 下 底面 通 量 的 方法 与 解法 一 相同 。 
在 侧面 ,参数 方程 为 


R(u, v) =acosui asinuj 二 vk 
(0 之 wR27, 0 三 vv 有 ) 


因此 
JE X oR a(cosui + sinwj) 
Do ov 
R:. oR 强 | 一 arcos2 十 asin 和 一 4 
du Ov 
由 式 (3 一 60) 


= Re.ds 
| Ee 


2 四 


—a | | aa — 2nah 


解法 三 ”参数 方程 为 


Z 一 QCOS2， y = asinw 
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1 二 十 Na 一 J， yy 二 二 Va 一 x 


(0 之 7a, 4 达 Yy 人 da, 0 三 z 世 上) 
0=0DR as=| R .ds 十 | R -ds 十 | 下。dS 


由 式 (3 一 61) 


i R.ds=~ | xdydz + ydzd? + zdzrdy 
#E 1 | 全 


式 中 cool 分 别 是 s 在 北 ， 和 和 xy 平面 上 的 投影 。 侧 和 面 在 x2 
平面 上 的 投影 (v1) 应 为 去 ,所 以 
他 址 a 由 
| 我 。 dsS 一 | | -一 ydydz 十 | |~a ~ 一 radraz 
一 Vr 十 warcsin 宇 | 
十 过 Er 一 XxX 十 warcsin | 


一 27502 
下 底 
||a ds =|| zaydz 二 |， ydzdz 十 | zdzdy 
式 中 (73 和 03 是 S3 在 yz 利 27 平面 上 的 投影 ， 应 该 等 于 零 ， 并 且 
一 0 ,因此 


在 


R.，»，ds=0 


在 上 底 ， 5 和 0 也 等 于 专 ,z 一 h, 故 


= 2h | /a — rdzr = xah 


因此 
Py 


以 上 三 种 解法 表明 , 通 量 的 数值 与 表面 参数 的 表示 法 无 关 。 
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例 3 试 计 算 矢 径 尺 通过 直 圆 锥 的 通 量 , 已 知 圆锥 的 顶点 位 
于 原点， 圆锥 的 底 半 径 等 于 n ,高度 等 于 (图 3 一 12)。 


图 3 一 12 


解 


o= 人 Ras=| R ,as 十 | 及 。，dS 
式 中 s 是 圆锥 的 侧面 , s 是 圆锥 的 底面 
在 侧面 , 矢 径 县 与 圆锥 的 法 线 垂直 ,因此 
| R.as=。 


上 


在 底面 ,R，n 一 人, 因此 


Y= 二 上 民 。，ds 一 a ds 一 Aah 

以 上 二 例 表 明 , 矢 径 通过 直 圆 柱 和 直 圆 锥 的 通 量 都 等 于 它们 各 自 
体积 的 三 倍 。 此 结果 可 以 推广 到 任意 的 闭合 曲面 。 

定理 2 人 秋 径 通过 任 一 闭合 曲面 的 通 量 等 干 该 闭合 面 围 成 体 
积 的 三 倍 , 即 

| 由 RR. ds 一 3 (3 一 66) 

式 中 了 是 闭合 面 s 所 包围 的 体积 。 

证 明 我 们 以 坐标 原点 为 顶点 作 一 无 限 小 的 立体 角 , 它 在 闭 
合 面 上 截 出 者 干 个 面积 元 ,例如 图 3 一 13 所 示 的 三 个 面积 元 
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图 3 一 13 


我 们 用 Ri,R;,R; 分 别 表示 从 0 点 到 各 个 面积 元 的 矢 径 ， 
n,nzs,ns 分 别 表 示 各 面积 元 的 单位 法 线 矢量 。 根 据 例 3 的 结果 ， 
R 通过 顶点 为 0, 底 面积 为 ds 的 圆锥 体 通 量 为 


R, »。 ds = 3V 6048, 
同样 
R,。 ds;, = — 3V04,8, 
R,. ds, 一 3 04,8, 
所 以 z 
R, «ds R,* ds; R,* ds, = 3[V604s, ~— Voa,n, 十 Foasos] 
一 3 LV 48 BA 十 Fo4p] 
正好 等 于 s 面 包围 的 体积 内 被 立体 角 截 出 的 体积 。 对 于 其 它 以 0 
为 顶点 的 各 个 立体 角 重 复 利用 这 种 方法 即 得 


ODE *。 ds = 3V 


3 3.5 拓 量 场 的 散 度 
一 ”和 散 度 的 定义 
我 们 在 矢量 场 4 中 的 一 点 作 一 包围 此 点 的 闭合 面 s, 其 体积 
为 4V, 48 表示 穿 出 s 面 的 通 量 , 当 4V 趋 于 零 时 ( 即 缩 到 已 点 ?时 ， 
若 比 值 48/4Y 的 极限 存在 , 则 该 比值 称 为 矢量 A 在 已 点 的 散 度 ， 
记 为 z z 


AV (3—67) 
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式 (3 一 67) 表 明 , 尔 量 A 的 散 度 是 标量 , 它 代表 矢量 A 经 由 包 

围 某 点 的 无 限 小 闭合 面 * 流出 单位 体积 的 通 直 。 当 divA 二 0 时 ， 
点 是 正 源 ; 当 divA 过 0 时 ,P 点 是 负 源 。 
二 高 斯 - 奥 斯 特 洛 格 拉 特 斯 基 定理 (简称 高 斯 定理 ) 

天 基 A 通过 闭合 面 s 的 通 基 等 于 A 的 散 度 在 3 面 所 包围 的 

体积 1 上 的 积分 ,上 即 
DA.as= | divAar (3 一 68) 

高 斯 定理 建立 了 沿 体 积 1 的 三 重 积 分 和 沿 该 体积 界面 s 的 二 
重 积 分 之 间 的 关系 。 

证 明 我 们 将 闭合 曲面 s 和 上 分 成 二 个 由 闭合 曲 
面 :ss 所 围 成 的 体积 元 4 04004694。 我们 知 
道 , 变 基 和 和 这 的 最 限 之 关 为 无 限 下 因此 要 吕 式 2 67) 可 以 得 到 
对 于 围 成 4 的 闭合 曲面 s; 有 如 下 的 关系 ， 

人 Ar"ds 
eT 


=divA++e 
妈 
A- ds 一 divA4Fe 十 sc 
其 中 散 度 是 在 体积 元 中 茶 一 所 吕 的 什 。# 是 足够 小 的 基 , 视 不 同 


的 体积 元 4F 而 异 。 将 上 式 中 的 大 用 1，2，3，…, 代入 ,可 以 得 
到 ”个 等 式 , 相 加 后 得 


> 和 ^ s dsS 一 SaivAar, 十 Sav, 
通过 人 :界面 si 的 通 量 等 于 矢量 4 的 面积 分 , 设 全 .是 一 
六 面体 , 它 的 各 个 面 也 是 相 令 六 面体 的 面 ,因此 在 上 式 的 积分 里 要 
出 现 两 次 , 然而 在 相 令 两 个 六 画 体 公共 面 上 的 两 个 外 法 线 的 指 疝 
相反 ,因此 这 两 个 积分 互相 抵消 。 这 样 , 在 上 式 左 端 只 剩 下 在 闭合 
曲面 s 各 小 片上 的 积分 , 即 


fh A .as= DaivAAr,+ Der ， 
二 一 1 


将 无 限制 地 增加 , 使 4V;->0 ， 上 式 左 端 不 变 , 右 端 第 一 项 
是 以 体积 分 人 | aivAar 为 极限 。 现 在 我 们 来 证 明 右 端 第 二 项 和 趋 
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于 零 。 对 于 矢量 4, 可 以 认为 当 w 足够 大 时 , 存在 一 无 限 小 量 a， 
使 得 

ja)j<a, le < cs a 
而 


lima 一 0 
因此 
Dan, 去 Da a ar 
全 部 体积 元 的 和 等 于 体积 ,因此 i 


“| 
Ba as= ava 


在 电磁 学 里 ,高 斯 定律 的 积分 形式 为 
pp. ds 一 9 (3-—69) 


式 中 4 是 包含 在 闭合 面 * 内 的 总 电荷 。 在 静电 场 中 , 正 电荷 代表 
正 源 ; 负 电荷 代表 负 源 。 假 设 体 电荷 密度 为 p, 则 式 (3 一 69) 变 成 


和 Dr"ds= jw 《3 一 70) 


式 (3 一 70) 两 端 除 7 并 取 极 限 得 
pp- ds Lu 
A ' 


于 是 


lim | 一 户 (3—71) 


式 中 pp 代表 求 散 度 点 ?的 电荷 密度 。 式 (a71) 是 电磁 学 里 高 斯 
定律 的 微分 形式 。 

三 ”用 矢量 的 投影 式 表示 它 的 散 度 

在 计算 矢量 场 A 的 散 度 时 , 经 常 需要 用 矢量 A 的 坐标 分 量 
4,,，4,,4: 来 表示 它 的 散 度 。 为 了 简化 起 见 , 我们 把 式 (3 一 67) 里 的 
无 限 小 体积 元 看 成 是 以 4z, 4y, 4 为 酚 的 矩形 平行 六 面体 ,P 点 位 
于 它 的 中 心 (图 3 一 14)。 : 

我 们 知道 , 只 有 当 垂 直 于 这 些 面 的 通 量 密度 A 从 一 个 面 到 另 
一 个 面 有 变化 时 , 通过 平行 六 面体 任何 面 的 通 量 才 会 不 同 于 通过 
它们 对 面 的 通 量 。 假 设 两 个 相对 面 间 的 距离 4z, 4y，4z 很 小 ,作为 

62 


— divD = Him 


图 3 一 14 


一 阶 近似 ,在 z 轴 方向 我 们 有 如 下 的 关系 : 


4 i 二 4 十 可 5 
1x 24, 
4 


从 前 面 流出 的 通 量 为 yd4z4:|.,， 流入 后 面 的 通 量 为 
Us44 ,因此 流出 的 净 通 量 应 为 

‘ty 1z2C4, | :+ 上 一 A, | 一 上) 一 1 yo 
同样 , 在 y 轴 和 < 轴 方 向 ， 我 们 也 可 以 得 到 类 似 的 关系 , 因此 流出 
该 体积 元 的 净 通 其 为 


Da.as= 7, ty ts 
OA 


十 4z1y 42 (3—72) 
以 平行 六 面体 的 体积 元 4F = Az 1y14z 除 式 (3 一 72) 两 边 并 取 极 限 


.94, 
9y 


A*ds 

. 0h _94. 94, ,34.; 
divA = lim 一 = 3 十 By 十 3 (3—73) 

四 ” 散 度 的 性 质 

(1) div(A 十 F)=divA 二 divF (3 一 71) 


证 明 设 
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入 一 4 十 4 十 4 
F=Fi+F,ji+F.k 


则 
A 二 TF=(A FO)it (A 二 FP)Ij+ (4 二 Fk 
div(A 十 下 ) 一 全 人 一 Ff,) At Py | oA + hb) 
oy Oz 
divA 二 divF 
(2) divfA 二 fdivA 十 A* gradlf (3—75) 
式 中 了 是 一 个 可 微 的 标 函 数 。 
证 明 设 
A 一 4 十 4 十 4.R 
因此 
fA 一 f4 十 f4 十 4 
， _9(f4,) ,9(/A,) ,9(f4.) 
div(fA) = dx 下 DY 十 Oz 
=/ 和 十 4 条 二/ 和 +4 革 + /入 二 +4 于 


二 JdivA 十 A， gradf 
例 1 若 |RI=~r 十 十 2 ,，c 是 一 常 矢量 ， 试 计 算 散 度 
div( |RIc) 。 
解 ” 根 据 式 (3 一 75) 
div(|RIc)=e +: grad |R| 
又 由 式 (3 一 28) 得 


。 下 
出 | 


例 2 已 知 点 电荷 9 位 于 坐标 原点 ,， 试 计算 在 忆 点 电 通 量 密 
度 的 散 度 。 


div (IRIc) 二: 


解 ”因为 
—_ .4 
DPD= 1771RTE 
而 
R=z7riyi zk 
IR| = ty 十 2 
艾 


. RY 9 Lr Ea y 
dv (TRT) = 元 [站 + 训 [tr 


ee 二 二 =0 (|RI| 关 0) 
所 以 divD=0 (3 一 76 ) 
式 (3 一 76) 表明 , 除 |1|R|== 0 点 (电荷 所 在 点 ) 外 ,DD 的 散 度 处 
五 ” 管 形 场 
散 度 为 地 的 场 称 为 管 形 场 。 为 了 说 明 管 形 场 的 意义 ， 我们 来 
研究 如 图 3 一 15 所 示 的 一 个 闭合 面 , 它 是 由 横 截 面 s,、s; 和 始终 平 
行 于 场 矢 基 方 向 的 曲面 s; 所 构成 。 


后 


根据 高 斯 定理 : 


| p ， ds+||p 。 ds+| Dp ds=0 
因 s， 平行 于 D, 故 没有 通 量 由 5; 流出 ， 于 是 
| 门 。 -as= 一 | D .ds (3—77) 
式 中 负 号 表示 s 和 s; 的 法 线 方向 相反 。 
式 (3 一 77) 表 明 , 流 入 s 面 的 通 量 等 于 流出 s; 面 的 通 量 ,因此 
经 过 该 管 任 何 模 截面 的 通 其 不 变 , 即 在 管 形 场 里 , 力 线 在 任何 地 方 
既 不 会 产生 ,也 不 会 消失 ,这 种 管 形 区 域 称 为 通 量 管 。 
7 ”梯度 公式 
若 标 函数 f 及 其 一 阶 导数 在 闭合 曲面 s 和 以 s 为 界 的 体积 r 
内 连续 有 限 , 则 
(fas 一 由 sraare (3—78) 


5. 


证 明 设 


A=fB 


式 中 B 是 一 任意 常 矢 量 。 


取 上 式 的 散 度 并 利用 散 度 性 质 (2) 得 
divA 二 divjf B= B. gradf 
代入 高 斯 公式 (3 一 68) 得 


(DiB “ds 一 lB » gradf dV 
B. Dras 一 了 3。 | graafar 


因 B 是 一 任意 常 和 撩 其, 故 i 
fh as 一 | gradfdl 
证 毕 。 - 


七 ” 哈 米 尔 顿 算 子 的 应 用 
在 讨论 梯度 时 ,我 们 曾 引入 了 微分 算 子 Y ,根据 算 子 立 的 定义 
式 (3 一 21), 它 与 矢 基 4 的 标 积 为 
Vy。A= [本 。( 4 十 .41 十 4) 


印 


34， aa4， 94 
并 + 外 + 名 一 divA (3—79) 


式 (3 一 79) 表明 , 矢量 A 的 散 度 在 形式 上 可 以 看 成 是 微分 算 
子 了 与 A 的 标 积 。 散 度 的 性 质 (1) 和 (C2) 可 用 了 表示 成 
VV.，(A 二 TF)==Y，A++YF (3 一 80) 
YY。，(14)=fV .A+A. vi (3 一 81) 
应 该 特别 指出 , 算 子 V 并 不 是 一 个 真实 的 矢量 ,只 是 一 个 运算 
符号 , 因此 VV。A 并 不 等 于 A。，V,A。V 只 代表 如 下 的 微分 算 
子 : 


0 Ea 9 
A*VY= 4 了 十 457 十 45 (3—82) 


从 式 (3 一 82) 表 明 , 算 子 了 只 作用 于 它 后 面 的 各 个 矢量 而 不 作 
用 于 它 前 面 的 矢 其 。 例 如 


口 4 oA 04. . 
看 -一 下 一 一 工 nm 一 一 ”一 -一 一 
(PVA 十 h 守 十 站 .条 (3—83) 
(oy. F)A = LA) CA) -98A) (9 84) 
2 dy Oz 
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在 式 (3 一 84) 里 ,因为 F 和 人 都 在 了 的 后 面 ,所 以 微分 算 子 既 
要 作用 于 F, 又 要 作用 于 A。 根 据 乘 积 的 微分 法 则 ,两 函数 乘积 的 
导数 , 可 用 这 样 的 方法 得 到 , 先 微分 第 一 个 乘 数 , 而 把 第 二 个 乘 数 
看 成 常数 , 再 微分 第 二 个 乘 数 , 而 把 第 一 个 乘 数 看 成 常数 , 然后 将 
两 者 相 加 即 得 两 函数 的 导数 。 下 面 我 们 把 看 成 常数 的 矢量 用 下 标 
c 表示 , 则 

(了 下) 和 一 (下 ) 人 十 (人 V * FF.)A 
在 (了 。F.) 里 , 由 于 F, 看 成 是 常数 , 所 以 可 把 六 和 F. 的 次 序 互 
换 , 即 

(VY oF)A=(F.， V)A=(F.，.V)A 
因 为 F. 位 于 也 的 前 面 , 算 子 了 不 作用 于 F.，, 所 以 没有 必要 再 加 上 
下 标 c 了。 此 外 

(Ve FA = A(V * F)—=A(YV ，F) 


于 是 
(YF)A=(F.，V)A+TA(YV ，。F) 
_ /ro9. 9 Ea 
(P 寺 十 P 训 二 PR 元 儿 


二 人 (2 十 5 十 
DCPA) | 9(F,A) | 97.A) 
ks dy Oz 
注意 :在 使 用 哈 米 尔 顿 公子 VY 时 必须 特别 说 愤 , 由 它 导出 的 公 
式 应 该 用 普通 的 方法 加 以 验证 。 
八 ” 拉 普 拉 斯 方程 
厅 标 函数 f 在 域 D 内 二 阶 可 微 , 则 了 的 梯度 为 
V1 = Sit i + 


再 作 它 的 散 度 
. _9. .9.9 
VY vf | dr } Ay 十 d= 
我 们 引入 一 个 二 次 微分 算 子 : 


1= YY = 和 + 六 十 芒 (3 一 85) 
1 或 Y: 称 为 拉 普 拉 斯 算 子 。 下 列 的 方程 
[二 V /=0 (3 一 86) 
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称 为 拉 普 拉 斯 方程 , 它 是 一 个 很 重要 的 数学 物理 方程 。 
当 函 数 f 不 取决 于 某 一 坐标 时 , 式 (3 一 86) 变 成 了 二 维 的 拉 普 
拉 斯 方程 。 例 如 ,当世 数 f 不 取决 于 :时 ， 
: + =0 (3—87) 
这 意味 着 在 任何 平行 于 2 平面 的 平面 上 .f 值 的 分 布 相同 。 
在 $3.1 的 例 1 里 我 们 曾 得 到 


E=— V9 
而 
有 一 一 一 上 YY 
义 由 式 (3 一 71) 
VvV*D=~—eVY* Vp=p 
妈 
Vzo = 49 一 妆 (3- -88) 


式 (3 一 88) 称 为 泊 松 方程 。 在 不 含 电荷 的 区 域 里 ， 站 松 万 程 变 成 了 
拉 萤 拉 斯 方程 . 
V209 一 40 一 0 (3 一 89) 

在 理 息 导体 内 部 ,电场 强度 为 零 , 即 YYmp 一 0, 因 此 9 = 二 常数 。 
又 因 VY .了 = 一 * 上 YY，。，Ym 一 0, 故 pp 应 该 为 零 , 所 以 在 理想 导体 
内 部 不 会 有 电荷 存在 ,所 有 的 电荷 都 集中 在 理想 导体 表面 上 。 

九 热传导 方程 

物体 的 热 状态 可 以 用 温度 函数 1 (zyz,0) 来 表征 。 假 设 均匀 
物体 的 体积 为 广 , 它 的 界面 是 *, 物 体 的 密度 为 op, 热 容 基 为 “ "于 是 
体积 元 dr 的 质量 为 df 。 根 据 热 容量 的 定义 , 在 dt 时 间 里 体积 元 


的 温度 上 升 ( 芝 jw 度 , 所 需 的 热量 为 
dW = epdvofdt 
在 由 时间 里 需要 供给 体积 PF 的 热量 为 
0 = | epdfaiar (3—90) 
另 一 方面 ,假设 热 只 由 传导 方式 从 一 处 传 到 另 一 处 ,在 物体 内 
的 每 一 点 必然 存在 一 热 通 量 密度 矢量 do (Z， ys 2 1) ;经 过 名 面 的 通 
量 代 表单 位 时 间 里 通过 s 面 的 热量 ,在 尼 时 间 里 流出 的 热 基 为 
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0 = 一 牧 a + asa (3—91) 
式 (3 一 90) 和 (3 一 91) 应 相等 ,因此 


I cpSyutdf = 一 -中 q* dsdt 


利用 高 斯 定理 把 上 式 的 面积 分 换 成 体积 分 得 


| (cotar +v.akr=0 (3 一 92) 
式 (3 一 92) 对 任何 体积 下 均 成 立 , 故 积 分 号 下 的 画 数 必 恒 等 于 零 ， 
即 


即 


p+I a=0 (3—93) 


、 由 于 ?在 物体 中 是 由 温度 较 高 的 部 分 指向 温度 较 低 的 部 分 ， 
因此 
q=— kvf (3—94) 
式 中 《是 导热 系数 。 
把 式 (3 一 94) 代 入 式 (3 一 93) 得 


ep5 一 六 * (KVYf)=0 


设 
一 上 
a = 6 
则 / 
9 
革 =2v7=e( 基 + 靳 + 手 ) (3—95) 


式 (3 一 95) 称 为 热传导 方程 。 

在 热 变 化 稳定 的 条 件 下 , 3f/9t = 二 0 ,热传导 方程 变 成 

yf=0 

即 漫 度 满足 拉 普 拉 斯 方程 。 

十 ”连续 性 方程 

在 讨论 可 压缩 流体 (如 气体 ) 的 运动 时 , 速度 场 中 每 一 点 的 速 
度 mw 〈z,y, >, 1) 和 流体 的 密度 p (z,y,z,0 的 关系 式 称 为 连续 性 方 
程 。 下 面 我 们 来 计算 在 任何 给 定 的 静止 面 s 内 部 流体 质量 的 变化 
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情况 。 
若 面 * 包围 的 体积 为 , 则 在 体积 元 Wr 里 的 质量 为 pdf, 在 面 
s 内 部 ,流体 的 质量 为 
M = || padV 


假定 在 入 时 间 内 密度 有 一 增 量 (3p/90dt , 与 此 同时 , 在 面 s 
内 部 的 质 基 变化 为 
dM 一 外 5 Shadiat z (3 96) 
由 于 运动 是 无 源 的 , 在 同样 时 间 内 应 有 相同 的 质量 增 甚 流入 
体积 1。 我 们 在 界面 s 上 取 一 面积 元 ds, 在 dt 时 间 内 经 过 此 面积 
元 流出 的 流体 体积 等 于 w。dsdt, 质量 为 mo，dsd , 由 整个 面积 流出 
的 质量 为 
() po » dsat 


.LM = ki pw » dsdt (3 一 97) 
式 (3 一 96) 和 式 (3 一 97) 应 相等 ,因此 
中 har + 由 po .ds=0 (3 98) 
利用 高 斯 定理 把 式 (3 98) 中 的 面积 分 换 成 体积 分 得 
由 + (pw) dl =0 
因 上 式 对 任何 体积 均 成 立 , 故 | 
+rY. (pw) 一 0 (3—99) 
式 (3 一 99) 称 为 连续 性 方程 。 
根据 散 度 性 质 (2) 
V* (pov)=pY :vw Vp 
于 是 式 (3 一 99) 变 成 
Fro TpipVI .au=0 (3 一 100) 
你 p(x,y,z,) 可 以 看 成 是 1 的 复合 蚂 数 ,所 以 


dp __9p ,9pdr | 9pdy opdz 
di = 9 Tt gra ayat dz di 《3 一 101) 


计算 上 述 微分 时 ,必须 把 x,y,z 看 成 是 1 的 函数 ,因为 坐标 为 z， 0: 


?0 


故 


的 质点 在 以 速度 v2 运动 , 故 


dd 
Tat at dt 
将 上 式 代 入 式 (3 一 101) 得 
dp ap ,ap yap, op, 
dt ot Dr Dy ga 
可 
一 竺 十 VAN， 
即 
9p dp 。 3__10: 
了 一 了 Yop*w (3- 一 102) 


将 式 (3 一 102) 代 入 式 (3 一 100) ,连续 性 方程 (3 一 99) 变 成 了 下 面 的 
常用 形式 : 
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十 YY 一 (0 (3 一 103) 
看 n 天数 , 即 流体 是 不 可 正 绢 的 , 骨 
ds20 
dt 
于 是 连续 性 方程 (3 一 103) 变 成 
VY *v—=—0 


在 这 样 的 条 件 下 ,速度 场 是 一 个 管 形 场 ,车 不 可 压缩 流体 的 运动 具 
有 一 速度 位 wp, 即 
UV V9 (3—104) 
则 : 
V*vw= VY*， Vo= Vp=0 (3—105) 
由 此 可 见 , 在 不 可 压缩 流体 的 运动 中 , 速度 位 函数 mw 满足 拉 普 拉 
斯 方程 。 


在 交 变 电磁 场 里 ， 如 果 用 p 表示 电荷 的 室 间 密 度 , 则 电流 密度 
矢量 了 可 写成 


j= pv (3—106) 
式 中 代表 电荷 的 运动 速度 。 于 是 连续 性 方程 (3 一 99) 变 成 
Jy， J = 一 学 (3— 107) 


式 (3 一 107) 称 为 电荷 的 连续 性 。 它 表示 电荷 与 电流 密度 之 间 的 关 


7 了 


$ 3.6 矢量 场 的 旋 度 

一 ”概述 

$ 3.5 里 我 们 讨论 过 由 矢量 A 构成 的 标量 场 一 一 散 度 (VY 。 
有 AA), 现在 我 们 要 讨论 由 矢量 场 A 构成 一 个 新 的 矢量 场 一 一 旋 度 
(VY X4)。 散 度 定义 为 矢量 4 在 小 闭合 面 上 的 面积 分 与 该 闭合 面 
所 围 成 的 体积 之 比 的 极限 ,其 运算 结果 是 一 个 标量 ; 旋 度 则 定义 为 
矢量 4 沿 小 闭合 路 径 的 线 积 分 与 该 路 径 围 成 的 面积 之 比 的 极限 ， 
其 运算 的 结果 是 一 个 矢量 ,这 是 因为 积分 路 径 所 围 成 的 面积 元 方 
向 必须 用 某 种 方式 表现 出 来 。 

计算 矢量 A 沿 无 限 小 闭合 路 径 线 积分 (环流 ) 时 ,通过 P 点 的 
平面 (用 法 线 n 表示 该 平面 的 方 阿 ) 可 有 无 限 多 个 ,不同 的 方向 有 
不 同 的 环流 值 。 通 常规 定 能 够 得 到 最 大 环流 值 的 平面 作为 确定 该 
点 旋 度 的 面 , 其 法 线 方向 就 代表 旋 度 的 方向 。 这 和 8&83.1 里 定义 
标量 场 的 梯度 矢量 很 类 似 。 在 标量 场 里 , 我 们 引入 了 方向 导数 的 
概念 ,梯度 的 方 癌 代表 最 大 方 癌 导数 的 方 癌 ,梯度 的 模 就 是 最 大 方 
向 导数 的 数值 , 而 且 梯 度 在 任 一 方向 的 投影 就 是 该 方向 的 方向 导 
数 。 在 矢量 场 中 , 我 们 也 要 引入 一 个 类 似 于 标量 场 中 方向 导数 的 


二 ”环流 面 密度 

在 矢量 场 4 里 任 取 一 点 P, 过 P 点 作 一 小 曲面 As, 用 n 表示 
该 面 在 P 点 的 法 线 ,4s 表示 它 的 面积 大 小 ,曲面 的 周 界 为 Al, 它 的 
正方 向 与 n 构成 右手 螺旋 法 则 。 当 4s 在 P 点 保持 n 的 方向 不 变 
并 以 任意 方向 缩小 到 P 点 时 , 车场 矢量 A 沿 A 的 正 向 环流 与 4s 
之 比 的 极限 存在 , 则 将 此 比值 的 极限 称 为 在 已 点 滑 垃 方向 的 环流 

面 密度 , 记 为 
中 和 
了。 = lim A (3—108) 
在 直角 坐标 系 里 ， 为 了 计算 沿 z 轴 的 环流 面 密度 , 我 们 在 zy 平面 
上 选择 一 无 限 小 的 面积 元 , 它 的 法 线 指向 z 轴 的 方向 (图 3 一 16) 。 
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4 


P(X%, y, 2 
yy 


图 3 一 16 
以 正 z 作为 右手 螺旋 法 则 指向 的 积分 路 径 如 图 中 的 箭头 所 示 。 环 
pa dl= Aylsady — Aslytadr — Aslsdy tt Alydz 


所 以 
9A, 
Azlytay = As|, 十 | 
4| :az 一 ylz 党 7 
因此 
中 4。di 一 FE 3 二 Ja dy 
由 式 (3 一 108)， 在 P 2 方 回 的 环流 密度 为 
CC 
 ，， 中 ， _ 94A, 94， 
7 一 lim Ae — Tar ay (3 一 109) 


同样 , 在 只 平面 和 z 平 面 上 取 面 积 元 ,我们 可 以 分 别 得 到 沿 正 > 
方 品 和 正 y 方 向 的 环流 面 密 度 ，: 


一 1]1i dd 一 一 
1 lim As Ay 口 Z 《3 一 110) 
和 
A*di 
1 a _94, 9 4, 
T= lim As 9z 9z (3—111) 
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知道 了 环流 面 密度 在 三 个 坐标 轴 上 的 分 量 以 后 , 该 矢量 在 任 
意 方 向 n 的 投影 为 


oo EF 94., 
Tn=7, 一 ( 守 一 仁 )eosa+ ( 侍 - 先 )eosp 
34， 94; 
十 ( 实 - 芝 jos (3 112) 
三 ”矢量 场 的 旋 度 


式 (3- 一 112) 表 明 , 环 流 面 密度 矢量 研 在 任 一 方向 向 n 的 投影 
就 是 该 方向 的 环流 面 密度 , 因此 工 的 方向 就 代表 最 大 环流 面 密度 
的 方向 , 它 的 模 就 是 最 大 环流 面 密 度 的 数值 。 我 们 把 矢量 工 定义 
为 和 拓 量 场 4 在 P 点 的 旋 度 , 记 为 
rotA 二 十 (3 一 113) 
旋 度 在 直角 坐标 系 里 的 表示 式 为 


rotA=( 装 - 装 + ( 环 一 2 


dy OZ QZ dr 
4 394 _ 
十 ( 宕 Dy 站 《3 一 114) 
式 (3 一 114) 也 可 以 表示 成 便于 记忆 的 形式 
i ji k 
L190 9 9 
rot 4 一 37 了 天 (3—115) 
4。 A, A 
利用 哈 米 尔 顿 算 子 Vv , 旋 度 可 以 表示 成 J 了 与 A 的 矢 积 形式 ， 
rotA=VxXA . 《3 一 116) 


为 了 进一步 表明 旋 度 的 意义 ,我 们 来 讨论 以 下 的 两 个 例子 : 
例 1 知 质 点 P 以 角速度 w 绕 0L 轴 旋 转 (图 3 一 17), 它 的 线 
速度 为 : 
VV—=oOXR (3—117) 
式 中 RR 是 P 点 的 矢 径 , @ 的 方向 沿 转 动 轴 并 指向 使 P 点 的 旋转 是 
反 时 针 的 方向 , 试 计算 速度 v 的 旋 度 。 
解 ” 因 为 
R=zrityi 二 zk 1 (3 118) 
oo 一 oji oj 二 oaxf 
所 以 
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图 3- 一 17 


TI 一 (zw， 一 一 yw )i 十 (zw, 四 Zz 1) 了 


代入 式 (3 一 114) 得 
Op) goy 
Yoft oo 一 Dy 32 一 0 十 oa 一 20w， 


Yotym 一 260%, 
rot.%V 一 20: 
因此 
rotw 一 240 十 o 了 十 ww) 一 20 (3— 120) 
例 2 试 计算 绕 = 和 各 和 的 流体 速度 场 旋 度 。 
解 因为 z 铀 是 旋转 轴 ， 所 以 
cos(2z， 2) 一 0， COS(Zz, y)=0 
cos(z, 2)= 1 
于 是 在 式 (3 一 118) 里 
0; 一 WCOS(Z, xz) 一 0 Wy 一 cos(z， y)=0 


中- 一 WCOS(Z, 2) 一 0 
代入 式 (3 一 119) 得 


2z Oo Wy, Py — wr, » 二 0 
即 


v=—=ow(— yi zi) 
rotv = (w+ wk = 20k 
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上 述 两 例 表 明 : 线 速度 2 旋 度 的 模 等 于 物体 旋转 角速度 的 两 
倍 , 而 旋 度 的 方向 与 旋转 轴 指 向 一 致 ,这 就 是 “ 旋 度 ”一 词 的 来 源 。 
在 电磁 学 里 , 稳 态 的 磁场 强度 互 沿 闭合 路 径 的 线 积分 (环流 ) 
等 于 该 路 径 包 围 的 电流 7, 即 
pa .dl=1 (3—121) 
式 (3 一 121) 称 为 毕 奥 - 沙 伐 尔 定律 。 根 据 环流 面 密 度 的 概念 ,我 
们 可 以 导出 电流 密度 的 概念 , 即 
H*»dl 


rotH = limd Olim 条 = 针 =J (3 一 122) 
式 中 了 代表 在 P 点 沿 1 方向 的 电流 密度 。 
安培 定律 可 以 写成 如 下 的 形式 : 
B=VXA (3 一 123) 
式 中 B == nH 是 磁 通 量 密度 。A 是 矢量 磁 位 : 
A= | (3—124) 


式 中 R 是 从 积分 的 电流 元 到 要 计算 4 的 那 点 间 的 距离 。 
大 体积 V 内 的 电流 用 电流 密度 矢量 了 表示, 则 式 (3 一 124) 变 


成 
A 一 | (3-—125) 
旋 度 的 性 质 
(1) rot(A 二 FF)=?rotA rotF (3— 126) 
证 明 的 方法 与 散 度 相应 的 公式 相似 。 z 
(2) rot(fA)= frotA++gradf XA (3—127) 
式 中 /是 一 可 微 的 标 函 数 。 
证 明 
rot:(fA) = 七 (f4.) — (fA)) 
- dy “ Oz 7 
_ .94, 9f ,94， ,9f 
= ay 十 hy [az A 
1a4 3944), af 3a 
=f( 乞 3 ) + 34 区 4 
一 frot.4 十 [gradf XxX A]， 
同样 


16 


rot,(tfA)= frot,A 二 (gradf X AJ, 
rot.(fA)= frot,A+t [gradf X Aj. 
于 是 
rottfA)= frotA [gradf x A) 
利用 算 子 也, 式 (3 一 126) 和 式 (3 一 127) 表 示 为 
VX (A+F)= VY XA+YXxF (3—128) 
VXIA)=/V XA+VIXA (3 一 129) 
例 3 已 知 a 是 一 常 矢量 , R= 和 Vr 十 六 十 zz , 试 求 rot(Ra) 。 
解 ” 因 为 
Ra = R(asi 二 ai 十 ak) 
= Rasi + Ra,j + Ra,k 
而 县 gryays0;: 都 是 常数 ,又 


aR _z dR _y 38 2 
dar PR?’ y BR’ z EB 
于 是 
3 3 3a8 a8 
rotr(Ra) = 3 (Ra) — 37(Ro) 一 az 一 0 了 
1 
4p ayp = FltRX a 
同样 


roty(Ra) = 二 CR x ajy 


rot,.(Ra) = [CR X a 


这 一 结果 也 可 以 直接 从 旋 度 的 性 质 (2) 得 到 。 由 式 (3 一 129) 
VX (Ra)=RYVY Xai+ YRXa= YRXa 
又 由 式 (3 一 28) 


于 是 
VX (Ra) =H(RXa) 
例 4 已 知 f(8) 是 一 可 微 标 函数 ,RR 是 P(xz,y,z) 点 的 位 置 矢 
量 , 试 计算 VX[ (CR) RI]，。 


解 ” 由 式 (3 一 129) 
VX CR)RI=I1(R)YV XR+ VICRXR 
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R= 二 zwi 十 gj 十 级 


xR 一 (如 一 部 用 十 (器 一 全) 广 + (于 一 总 
一 0 
又 由 式 (3 一 27) 
VIR) = HOR 
于 是 
VIR)X R= CR XRI-0 


有 
vy x [fC(R)RI=0 
例 5 试 计算 VY ， [a(r) Xb(7)]。 


解 ” 运 用 我 们 在 $3，5 (七 ) 里 所 介绍 的 规则 
Vl(axb)=VvV "(axXb)t+ Vy * (aXb) 


=(V Xa)*b—YV »。 (bxXa.) 
(YXa)*.b.—a..r(V xXxb) 


bp.(TXa)—a. (VY Xb) (3 一 130) 
现在 用 直接 计算 来 验证 式 (3 一 130)。 


div Ca X 6) = os — 9b) 90sbs — 9ab:) 


or ay 
十 9 are) 
= + Db, 一 a + Tb: 
二 a 
cu 9b, 


一 一) ( 竺 - 午 ) (入 - 实 ) 
= Oz tb, DZz oar 十 2 Dx ay 


(各 -要 )+e( 黎 - 委 )+e( 各 一 3 
一 pp。tfota 一 GQ。rotp 
五 ”斯 托 克 斯 定理 
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定理 ”矢量 A 在 闭合 曲线 c 上 的 环流 等 于 它 的 旋 度 经 过 由 
此 周 线 围 成 的 面 上 的 通 量 , 即 
A .dR = QD rotA .ds (3—131) 
证 明 ”我们 把 曲面 s 分 成 很 多 很 小 的 面积 元 sn, 它们 的 周 
线 为 闭合 曲线 c; (图 3 一 18) 。 任 取 一 充分 小 的 正 数 ex, 若 s: 足够 
小 , 则 对 每 个 面积 必 有 : 


图 3 一 18 


< 8 


二 中 可 下 一 Tot。 Thk 
SE cp 


妈 


ke A。dR—rotA 。Ss, 
ck 


< eps. 

将 上 二 1,2,3,* ,nn 代入 上 式 ， 我 们 可 以 得 到 ni 个 不 等 式 ， 相 加 后 
只 剩 下 沿 曲线 ¢ 的 线 积分 , 因为 沿 其 它 各 个 曲线 元 的 积分 都 相 
互 抵消 了 。 于 是 


中 < 。 dR -- DrotA 。S， 


上 二 1 


< Ss,s, 
将 "无 限 增 大 , 而 使 每 个 面 元 都 趋 于 零 , 则 上 式 左 端 第 一 项 不 变 ， 
左 端 第 二 项 和 以 || rota， ds 为 极限 。 与 高 斯 - 奥 斯 特 洛 格拉 特 


斯 基 和 定理 中 的 情形 一 样 , 右 端 也 趋 于 零 。 因 此 


$ AaR= ||rota as 
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证 毕 。 
斯 托 殉 斯 定理 还 有 一 种 形式 , 称 为 拓 量 的 斯 托 克 斯 定理 。 令 
B=axXA (3 一 132) 
式 中 a 是 一 常 矢量 ,B 是 位 置 撩 量 函 数 。 


得 
vyv.B= :YXA (3 一 133) 
将 式 (3_132).(3_133) 分 别 代入 等 式 (3_“68) 的 两 端 得 


caxAl nas=) Ca. cv xAar 
即 : 
一 Q。 on X A)ds=—a cv X A)drv 
因为 a 是 一 任意 常 矢量 , 故 
bon x A)ds = 由 cv XA)eF (3 一 134) 
这 就 是 矢量 斯 托 克 斯 公式 。 
例 6 已 知 Alz,y,z) = (1 一 2z)yi 十 ze'j 十 zsinzk ， 试 计算 面 
积分 
| XA.，. nds 
式 中 是 半球 ;z= 二 Ma 一 x* 一 六,n 具有 正 z 分 量 。 
解 ” 由 斯 托 克 斯 定理 
lz XA. nds 一 中 -dR 


一 中 (1 — 2z)ydz 十 zerdy + rsinzdz 


(3—135) 
式 中 c 是 s 的 周 线 。 
在 z 三 0 的 平面 上 ,c 是 沿 反 时 针 方向 的 一 圆周 . 
zx? 十 站 二 a 
将 z= 二 0 代入 式 (3 一 135) 得 
| z x A，nds 一 中 yaz 
设 
y = asint, x = acost 《0 过 六 委 27r) 
dz = — asintat 
于 是 
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| YXA。nds 一 | 一 esinrd 


,| 1 一 cos2t 
”斯 托 殉 斯 定理 的 推论 
推论 1 ” 势 场 必 为 旋 度 为 零 的 场 (无 旋 场 ) 。 


证 明 因 A 是 势 场 , 故 


A= Vu 
取 任 一 包围 P 点 的 闭合 曲线 ¢ 的 线 积分 , 必 有 
中 4 ‘dR=0 
由 斯 托 克 斯 定理 得 
(YXA4), 一 0 


因为 上 式 对 任何 方向 都 成 立 ， 所 以 
VXVu=0 (3—136) 
推论 2 旋 度 为 零 的 场 必 为 有 势 场 。 
证 明 知 
yxA=0 
根据 斯 托 克 斯 定理 , A 沿 任 一 闭合 曲线 ¢ 的 线 积分 应 该 等 于 零 , 又 
由 3. 3 的 定理 2 [ 式 (3 一 44)】 


入 一 Vu 
由 此 可 以 得 出 一 个 重要 的 结论 : 在 单 连 域内 , 矢量 场 A 为 势 
场 的 充 要 条 件 是 它 的 旋 度 处 处 为 零 。 
推论 3 于 肌 的 就 度 构 威 的 场 部 是 管 形声 ， 即 
‘(VXA)=0 (3—137) 
证 明 若是 一 六 会面， 当 周 线 c 收缩 到 一 点 时 , 由 斯 托 克 斯 
定理 得 
由 cv xa .ds=o0 
由 散 度 定义 得 : 
V.(vVXA)=0 
证 上 毕 。 


推论 4 任 一 管 形 场 A 都 可 以 表示 成 另 一 矢量 的 旋 度 , 即 
若 
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YY。A~=0 
则 
A=VXF (3—138) 
证 明 我 们 选择 一 直角 坐标 系 , 使 .二 0 ,因此 式 (3 一 138) 
变 成 只 有 两 个 未 知 数 F.Cz,y,z) 和 F(z,y,z) 的 三 个 方程 
oaF, 


2 Th dA 
(3——139) 
ap aps 
DZ dy 
积分 上 式 中 的 第 二 式 和 第 三 式 得 
FP,(z, y, 2) = — | 4cr， y, 2)dz + gx, Y) 
“0 (3—140) 


F(x, y, 2) 一 | 4%, y» Z)dzT h(xr, y) 


式 中 9 (x,y) 和 h(x,y) 是 xz,y 的 待定 电 数 。 将 式 (3 一 140) 代入 
式 (3 一 139) 中 的 第 三 式 得 


a4, gag ff94,, oh 
| 移 wz+ 有 Dy 他 By ™ Met» Y» 2) 


(3—141) 
又 


4 94 34 
VY A Tay Ta™d 
所 以 


加 24 2) = | aa — 
| (学 十 OY dz 一 a2? = A,lz, y ， Zz) A:(x, Y, Zo) 


20 


(3—142) 
将 式 (3 一 142) 代 入 式 (3 一 141) 得 
ag 3 
了 一 了 (3—143) 
邻居 一 0 , 则 
9 一 | 4cr， Ys, zo) dz 
令 9 一 0 , 则 
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/一 | a, y» Zo)dy 
因此 ,只 需要 下 具有 如 下 的 形式 : 


F 一 | ae， ?zf 。 2)4z | 十 - | 4cr， 2 2Z)d2 


20 六 站 


十 | 4 2 ， 2)dz | (3 一 144) 
或 
F 一 aes ne ee 时 
- [je ne] (145) 
则 
A=V XxF 
证 毕 。 


3 3.7 二 次 微分 运算 及 若干 应 用 
一 ”基本 的 二 次 微分 运算 
Vop，yY，A,yYyXA,A，V 等 称 为 一 次 微分 运算 。 因 为 
Vm 和 VxA 是 矢量 , 我们 可 以 对 它们 作 散 度 和 旋 度 的 运算 ,于 
是 又 出 现 了 四 种 运算 ; VV:，(Vp), VX (Vp), VY，(YV XA)， 
VX (YXA); 而 VY。，A 是 标量 ,只 能 对 它 进行 梯度 运算 ;VY 《(Y 
。A)。 
以 上 五 种 是 基本 的 二 次 微分 运算 。 前 面 我 们 已 经 讨论 过 了 其 
中 的 三 种 : 
Vx (Vo)=0 
VY。(Y XA)=0 
Ve(Vo)—=Vwp= /wp 
下 面 再 继续 讨论 剩 下 的 两 种 运算 ， 我 们 先 写 出 结果 ,然后 进行 
证 明 。 
了 XI(YXA)= 王 YIV，。，4) 一 44 (3 一 146) 
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VC. 4)=X(7XA) 十 AA4 (3 一 147 ) 
只 要 证 明了 式 (3 一 146) , 移 项 即 可 得 到 式 (3 一 147) 。 
证 明 我们 先 来 计算 Y X(CVY X4) 在 z 轴 的 分 量 ， 


cY x(Y x 4)]: 一 芭 CY x 4) :一 元 (Y X A), 


- 卫 (3 3)- 2 (2 一 ?4 


Ay \ ox 9y 9z \ 9z DY 
= (5 0 4 ) 一 (5 5 
Ayodr 92z9z dg dz 
在 等 式 右 端 加 减 3:4/az: 后 得 


有 4: | 94A, 9 年] 
or” Oy 口 2 


9 
= Fz 一 4d44. 


同样 


LV X(V x 4)], 一 7 A 一 44, 


~ ay 
[VX (YXA4)]: 一 二 六 ,和 一 44， 


所 以 
VX (VxXA)=[V Xx (V XA)Ji+ [CY XxX (v Xx A)),i 
+ [VX (VY XxX A) 

二 VCV。A4) 一 44 

证 毕 。 
二 ”格林 公式 
设 9 和 是 在 域 p 内 具有 连续 二 阶 导 数 的 两 个 标 函 数 ,我 们 

可 以 作 一 新 矢量 


A=owpVYy (3—148) 
根据 散 度 的 性 质 (2) 
V*A=V (pV) =poV* Vy Vp. VY 
: =pA$ 二 Vpo* Vy (3—149) 
应 用 高 斯 公式 


[My 。 ad 一 人 4 nds 


式 中 A。n 根据 式 (3 一 13) 并 考虑 到 关系 式 (3 一 148) 应 为 
Am 一 9 和 (3 一 150) 
将 式 (3 一 149) 、(3 一 150) 代入 式 (3 一 68), 我们 就 得 到 格林 的 第 一 
公式 z 
中 evw+ Vop* Var 一 ( vaas (3—151) 
将 式 (3 一 151) 中 的 。 和 的 位 置 互 换 得 
| eaw 二 Vy。 Vo)dr 一 () Pds (3—152) 
用 式 (3 一 151) 减 去 式 (3--152) 便 得 到 格林 的 第 二 公式 
中 es 一 %4o)dF = fp (v3 一 p92 jes (3 一 153) 
当 9 = 二 时 ,由 式 (3 一 151) 便 得 到 格林 的 第 三 公式 ， 


,eso + (Vp) Yd = p22 a 
蔡 9 二 1, 则 式 (3 一 153) 变 成 
| svar = OP Fes (3 一 155) 
若 儿 是 一 个 调和 函数 , 即 4y 二 0 , 则 式 (3 一 155) 变 成 
fh Bas 二 0 (3—156) 


对 于 天 其 场 的 问题 ,还 有 一 个 很 有 用 的 矢量 格林 公式 , 它 可 以 
仿照 标量 的 格林 公式 (3 一 153) 导出 。 设 PP 和 Q 是 在 域 D. 内 具有 
连续 二 阶 导 数 的 两 个 矢 函 数 ,我 们 作 一 新 矢量 : 

A=QXVxXP—PXYVYXQ (3—157) 
取 式 (3 一 157) 的 散 度 并 利用 式 (3 一 130) 的 关系 得 
V*A=V*(QXVXP)—V*.(PxXxYVxQ) 


=P.[(Y Xx (VvV xXQ)—Q*:[(YVY x (YXP)) 
应 用 高 斯 公式 (3 一 68) 得 


Prey x CxO Cy xv XP)ar 
= Qx (vxXP) -PX (Vv XQ .nds 


(3—158) 
式 (3 一 158) 就 是 我 们 要 求 的 矢量 格林 公式 。 
三 ”静电 荷 系 的 能 量 计算 
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廊 电 场 是 一 个 势 场 ,电场 强度 EE 与 电位 函数 wp 之 间 的 关系 为 
E=— Vo 
者 电场 是 由 位 于 原点 的 一 个 点 电荷 9 所 产生 , 则 电位 函数 为 


| 
作用 于 电荷 9 上 的 力 等 于 


F=abE= 一 
现在 我 们 来 计算 将 电荷 % 从 无 限 远 处 移 至 某 一 位 置 P CR) 所 
需要 的 功 。 此 功 应 该 等 于 当 电荷 由 己 点 移 到 无 限 远 处 时 力 已 所 
作 的 功 , 即 


Co 


oo ,TPR __，cof ?7 1., 
rr 
P P 


= T7701RT (3 一 159) 
所 得 的 功 可 称 为 两 电荷 的 位 能 。 
对 于 一 个 由 位 于 P,P,…,P， 各 点 的 电荷 4.,9.,… ,4:， 所 组 
成 的 人 尼 玉 并 ,它们 的 你 能 应 为 


太一 了 序 (3 一 160) 
式 中 | Ra| 是 Pi 与 Pi 两 点 间 的 距离 。 因 为 i 和 k 对 于 所 有 的 电荷 
都 只 计算 一 次 ,而 在 和 式 里 i 和 & 的 组 合 要 遇 到 两 次 , 故 在 式 (3 一 


160) 中 应 该 取 系 数 1/2。 
在 PP 点 的 电位 为 


z wp, 一 2 Te RT (3—161) 
式 中 | 及 | 是 Pi 点 到 P 点 的 距离 。 
在 电荷 为 9 的 P， 点 , 除 4; 外 其 余 的 电荷 在 P; 点 产生 的 电位 为 


ok 


> Azeo | BR, | 
式 (3 一 162) 中 的 和 式 上 加 一 搬 表 示 求 和 时 应 该 除去 4 二 i 的 信 。 
我 们 把 式 (3 一 160) 改 写成 


-52 (> 1 (6831 


9 一 9(P) 一 (3—162) 


86 


将 式 (3 一 162) 代 入 式 (3 一 163) 得 : 
WwW -让 Dow (3 一 164) 
当 电荷 是 连续 分 布 在 某 一 体积 上 内 时 ， 设 电荷 密度 为 p, 在 体 
积 元 dr 内 的 电荷 为 p 灵 ,在 该 体积 元 内 的 电位 为 wm, 则 式 (3 一 164) 
变 成 了 积分 形式 : 
W 一 到 由 .ver (3 一 165) 
因 为 在 体积 上 以 外 的 电荷 密度 p= 二 0 ,所 以 式 (3 一 165) 可 以 
写成 如 下 形式 : 
. Ww = 二 上 ,ppar (3—166) 
式 中 V' 是 包括 体积 7 在 内 的 任意 一 个 体积 。 
将 式 (3 一 71) 代 入 式 (3 一 166) 得 
w = 去 上 ||, . D)par (3—167) 


”又 利用 散 度 的 性 质 (2) 得 | 
.Vv* (gD)=pV :D+D': Vo9 
| PY *D=V *. (wD)—D.:Vo 
将 上 式 代 入 式 (3 一 167) 得 
W = 去 | cv * (gD)Jdrv -去 ||,P * Vpay 
(3—168) 
利用 高 斯 公式 (3 一 68), 式 (3 一 168) 中 的 第 一 项 可 以 用 pD 在 
包围 该 区 域 的 闭合 面 s 上 的 面积 分 代替 。 若 取 s 为 一 球面 , 其 半 
径 为 ER, 使 RR 趋 于 无 限 大 并 设 各 电荷 之 间 的 距离 为 有 限 值 , 由 于 mw 
正比 于 1/R ,DD 正比 于 1/R，, 球面 积 s 正 比 于 Rr, 因此 当 有 无 限 - 
增 大 时 ,面积 分 将 趋 于 零 , 即 


中 。 (yDyar = 中 vwD .ds=0 


于 是 式 (3 一 168) 恋 为 


(3—169) 
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式 中 的 积分 区 域 包括 了 整个 空间 。 
式 (3 一 169) 表明 , 能 量 存 在 于 电场 里 , 每 个 体积 元 dr 内 包含 
的 能 量 为 


dW = lp * EadaV | 《3 一 170》 


2 
单位 体积 内 包含 的 能 量 为 
w 一 却 D ， E C3—171) 
式 中 w 称 为 能 量 密度 。 


3 3.8 麦克 斯 韦 方 程 组 
前 面 讨 论 过 的 静电 场 和 恒定 电流 所 产生 的 磁场 都 是 属于 稳定 
场 , 它们 都 不 随时 间 而 变化 。 现 在 我 们 来 讨论 关于 交 变 电磁 场 的 
基本 现象 :变化 的 磁场 会 产生 电场 ,而 变化 的 电场 又 会 产生 磁场 。 
定量 描述 这 种 现象 的 公式 称 为 麦克 斯 韦 方 程 组 。 
完整 的 麦克 斯 韦 方程 组 包括 如 下 的 七 个 方程 ， 


Y x 五 =J 十 完 (3 一 172) 
YXxE=- 宁 (3 一 173) 
yy.D=p (3—174) 
vy.B=0 (3—175) 
D= ekE (3 一 176) 
B=uH (3 一 177) 
J=0oE 《3 一 178) 


根据 以 上 的 麦克 斯 韦 方 程 组 的 微分 形式 很 容易 导出 它 的 积分 
形式 。 我 们 分 别 将 式 (3 一 174) 和 (3 一 175) 对 体积 上 积分 并 应 用 


高 斯 定理 得 
(bp .ds 一 [par (3 一 179) 


(PB 。ds=0 (3——180) 
方程 (3 一 179) 是 我 们 涩 悉 的 电学 高 斯 定律 的 积分 形式 [ 见 式 


和 
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《3 一 69)]， 当 场 是 时 间 的 函数 时 , 我们 可 以 这 样 来 理解 , 在 某 一 时 
刻 从 闭合 面 * 流出 的 通 量 等 于 在 该 时 刻 闭 合 面 所 围 成 的 体积 内 的 
电荷 。 
方程 (3 一 180) 表 明 , 磁 场 的 面积 分 ( 即 从 闭合 面 * 流 出 的 总 磁 
通 量 ) 在 任何 时 候 都 等 于 零 。 这 说 明 自 然 界 里 不 存在 磁 荷 。 
我 们 再 分 别 用 式 (3 一 173) 、(3 一 172) 对 曲面 s 积分 并 应 用 斯 
托 克 斯 定理 得 
PpE.a=— 久 | aas (3—181) 
和 
pn .d= I «ds + 部 | Dp .ds (3 一 182) 
方程 (3 一 181) 是 法 拉 弟 电磁 感应 定律 , 它 表明 电场 强度 沿 闭 
合 路 径 的 线 积 分 (电动 势 ) 等 于 穿 过 该 路 径 的 磁 通 对 时 介 变 化 率 的 

负 值 。 

”方程 (3 一 182) 是 普遍 化 了 的 安培 定律 , 亦 称 为 麦克 斯 韦 一 安 
培 定 律 , 它 包括 了 麦克 斯 韦 的 位 移 电 流 项 。 该 方程 表明 ,磁场 强度 
沿 闭 合 路 征 的 线 积分 ( 磁 动 势 ) 等 于 穿 过 该 路 径 的 电流 (包括 传导 
电流 和 位 移 电 流 ) 。 

仔细 观察 麦克 斯 韦 方 程 组 (3 一 172) ~ (3 一 175) 就 会 发 现 , 方 
程 (3 一 175) 可 以 从 方程 (3 一 173) 导出 ,为 此 我 们 作 式 (3 一 173) 的 
散 度 得 
VvVxXE)=V.(-)= 一 六 (VB) 


由 式 (3 一 137) 
V。(VYXE) 一 0 


故 
(VB)=0 
令 对 时 间 的 积分 常数 等 于 零 , 则 
yy.B=0 


由 于 这 个 原因 ,有 时 把 式 (3 一 172) ~ (3 一 174) 称 为 麦克 斯 韦 
的 独立 方程 ,而 把 式 (3 一 175) 称 为 非 独立 方程 。 
作 式 (3 一 172) 的 散 度 并 考虑 到 关系 式 (3 一 137) 得 
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YYxB)=Y'. (+c 完 )=。 
有 
VvV .J= 一 地 (V *D) 
将 式 (3 一 174) 代 入 上 式 得 
Jy .= 一 学 (3 一 183) 

此 即 为 我 们 在 $ 3.5 里 导出 过 的 连续 性 方程 (3 一 107) 。 

在 求解 电磁 场 的 微分 方程 时 ,我 们 经 常 利用 位 函数 作为 工具 。 
位 琐 数 只 是 在 求解 过 程 中 有 用 ,在 结果 里 并 不 出 现 。 在 静态 场 里 ， 
我 们 引入 了 标 函 数 mw (电位 7 和 矢 函 数 A( 磁 位 ), 利 用 菜 种 形式 对 
位 丽 数 求 导 即 可 得 到 场 强 的 表达 式 。 在 交 恋 电 磁场 里 , 我们 也 可 
以 找到 更 一 般 的 位 函数 , 这 种 位 函数 是 用 交 变 电荷 和 交 变 电流 表 
示 出 来 。 但 是 ,在 交 变 场 的 情况 下 ,电场 不 能 单独 用 一 标 电 位 的 梯 
度 来 表示 , 如 能 这 样 , 则 电场 强度 的 旋 度 必定 为 零 , 实际 上 电场 强 
度 的 旋 度 应 该 等 于 一 9B/39t 。 同 样 , 电场 强度 也 不 能 单独 用 一 矢 
量 磁 位 来 表示 , 如 能 这 样 , 则 电场 强度 的 散 度 必定 为 零 , 实际 上 电 
场 强度 的 散 度 应 该 等 于 pv/e 。 


在 交 变 电磁 场 的 情况 下 , 磁 通 密度 的 散 度 等 于 零 , 因 此 可 仿 
B=VxXA (3—184) 
式 中 A 是 某 一 矢量 磁 位 。 
将 式 (3 一 184) 代 入 式 (3 一 173) 得 


yx EB + 验 | =0 (3—185) 
根据 式 (3 一 136) ,我 们 可 令 
E+ 他 = 一 V9 
即 
E=C— vo 一 (3—186) 


由 此 可 见 , 在 交 变 场 的 情况 下 ,电场 可 以 用 一 个 矢 性 位 A 和 
一 个 标 位 w 来 表示 。 将 式 (3 一 186) 代 入 式 (3 一 174) 得 
一 Vi 一 二 (YA) 一 也 (3 一 187) 


£ 
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再 将 式 (3 一 184) 和 式 (3 一 186) 代 入 式 (3 一 172) 得 
VXYx A 一 后 十 如一 7( 罗 ) 一 给 

利用 式 (3 一 146), 上 式 变 成 
YY(V。，。 人 人 A) 一 vA=Mpwv( 吕 ) 一 3 


(3- 一 188 ) 
应 当 指 出 , 在 式 (3 一 184) 里 , 我 们 只 规定 了 矢量 磁 位 4 的 旋 
度 , 这 还 不 能 完全 确定 矢量 A, 要 在 某 一 体积 了 内 唯一 确定 一 个 
矢量 A, 必 须 具 备 以 下 三 个 条 件 : 
(1) VXA=0 (3 一 189) 
(2) “Jv.A=h 四 (3 一 190) 
(3) A 在 包围 域 D 的 界面 s 上 任 一 点 P 的 法 线 分 量 为 已 
知 , 即 


A, = fCP) (3—191) 
证 明 假设 在 体积 Y 内 有 两 个 矢量 A, 和 A, 满足 如 下 的 条 
件 : 
V* A 二 h 
V XA.=G 
V ， 上 ;一 大 
VX A,=G 
在 体积 了 的 界面 s 上 
4 = f(P) 
A,, = f(P) 
今 
一 4 一 全， 
则 在 体积 广内 
VY e 有 一 Y * 一 +* 和 ,一 上 疡 一 一 
.YXRF=YXx4 一 YX4: 一 CG 一 G 一 0 
由 斯 托 克 斯 定理 的 推论 (2) 得 : 
F=Vo9 (3 一 192) 
V*F=~=V*，Vo~—=V’p=0 (3—193) 
在 s 面 上 


一 4 一 4 一 1CP) 一 fCP) 一 0 
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因此 


22 一 0 (3 一 194) 
Qn 


将 式 (3 一 193)、(3 一 194) 代 入 格林 第 三 公式 (3 一 154) 得 
由 eve -0 
所 以 
V9 一 0 

代入 式 (3 一 192) 得 

下 一 0 
因此 A, 和 4, 必 是 同一 矢量 。 

根据 上 述 的 讨论 ,为 了 唯一 地 确定 矢量 磁 位 4, 我们 再 规定 


V .A=— hy (3—195) 
把 式 (3 一 195) 代 入 式 (3 一 187) 得 
Vp — ped 多 = 一 上 2 (3 一 196) 
再 将 式 (3 一 195) 代 入 式 (3 一 188) 得 
YA 一 pe = 一 0 (3 一 197) 


式 (3 一 196) 、(3 一 197) 表明 , 位 函数 mp 和 4 可 以 由 电荷 密度 
p 和 电流 密度 了 确定 。 
如 果 对 时 间 的 导数 为 零 , 即 为 稳定 场 的 情况 , 则 式 (3 一 196)、 
(3 一 186) (3 一 197) (3 一 184) 简 化 成 
Vp 二 一 丰 ， E=— Vo9 (3 一 198) 
Jy:A=— J, B=YXA (3—199) 
式 (3 一 198)、(3 一 199) 即 为 静态 场 的 关系 式 。 
当 p 和 J 了 等于零 时 , 式 (3 一 196) 和 式 (3 一 197) 变 成 


Vw 一 je 一 0 《3 一 200) 
2 9°A 
V A— pe 一 0 《3 一 201》 


式 (3 一 200) (3 一 201) 一 般 称 为 波动 方程 。 
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$ 3.9 梯度 、 散 度 和 旋 度 的 不 变性 
在 结束 本 章 之 前 ,我 们 来 证 明 梯度 . 散 度 和 旋 度 的 定义 与 所 选 
择 的 坐标 系统 无 关 。 下 面 证 明 梯 度 的 不 变性 。 关 于 散 度 和 旋 度 的 
不 变性 ,可 以 仿 此 证 明 。 
由 梯度 公式 (3 一 78) 
fh jas = i, Fe (3 一 202) 
因为 fas 并 不 决定 于 所 选择 的 坐标 系 , 设 (Vf), 是 在 新 坐标 系 里 
的 梯度 , 式 (3 一 202) 左 端 仍然 不 变 , 故 


vpuar = ,var 


tv- Pyar =0 (3—203) 
式 (3 一 203) 对 于 任何 体积 都 成 立 , 故 41f 应 等 于 (41), 因为 如 
果 在 体积 1 内 某 一 点 的 (VYf), 不 等 于 Vf, 则 我 们 可 以 围绕 该 点 
作 一 很 小 的 体积 , 在 此 体积 内 使 Vf 一 (VYV/), 不 等 于 零 并 且 保 持 
同样 的 正 负 号 (由 于 偏 导数 是 连续 的 ) ,于 是 对 这 个 体积 的 积分 : 
cv Cv pyar 0 
与 式 (3 一 203) 相 矛盾 , 故 


即 


V/= (Vv), (3- 一 201) 
证 毕 。 
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第 四 章 ”曲线 坐标 系 


矢量 运算 的 主要 优点 之 一 是 没有 参考 任何 具体 的 坐标 系 , 而 
矢量 的 坐标 表示 式 却 随 不 同 的 坐标 系 具 有 不 同 的 形式 。 在 第 三 章 
里 ,我 们 已 经 详细 地 讨论 过 在 直角 坐标 系 里 的 各 种 微分 运算 问题 ， 
但 在 实际 应 用 中 ,只 使 用 直角 坐标 系 是 不 够 的 ,还 需要 使 用 其 它 的 
坐标 系 。 

本 章 的 主要 内 容 是 讨论 坐标 系 的 一 般 特 性 , 在 曲线 坐标 系 里 
的 梯度 、 散 度 和 旋 度 等 微分 运算 和 实际 使 用 的 各 种 正 交 曲线 坐标 
系 。 


“$4.1 曲线 坐标 系 的 一 般 特 性 
一 ”坐标 系 的 变换 
用 2 是 一 个 新 的 坐标 系 , 在 空间 域 D 内 , 新 坐标 系 与 直 
角 坐 标 系 间 之 关系 为 


a = f(r, y, 2), u = f(z, y, 2) 
u = f(x, y, 2) (4—1) 
或 简写 成 
u' = fi(r, yy, 2) 1 一 1，2，3 (4—2) 


各 fi 在 域内 有 连续 的 一 阶 导数 ,并 有 旦 在 任 一 点 P(x,y,z) 满 
足 条 件 : 
A du Au 
Dz ay 92 


rev nl 攻 光 | 关 4) 
Ow du 9w 
gr dy 92 
则 由 式 (4 一 1) 或 (4 一 2) 可 以 唯一 地 解 出 xz,y,z。 式 (4 一 3) 称 为 雅 
可 比 行列 式 或 函数 行列 式 。 
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由 式 (4 一 1) 可 解 出 rz,y,z, 即 存在 函数 ,op:, op: ,使 得 


t=9p(u, ,1), y= pu, ue, u) 
z=p (Wu, ) 《4 一 4) 
式 中 ww:，2: 在 域 心 内 也 具有 连续 的 一 阶 导数 ,并 且 
O(z, yy, Z) 
joy mI | 
根据 雅 可 比 行列 式 的 性 质 ， 


(wu, ud , 2 ) . OKCz， 1 2Z ) _ 4- 一 6 
gry gz) dl(w ,wu ,wu) ! ( ) 


方程 (1 一 1) 称 为 坐标 变换 式 , 而 方程 (4 一 4) 叫 坐标 道 变 换 式 。 
式 (4 一 6) 表明 ,坐标 变换 的 雅 可 比 行列 式 和 它 的 道 变 换 雅 可 比 行 
列 式 互 为 倒数 。 在 式 (4 一 1) 定义 的 坐标 系 里 , 设 PB 点 的 坐标 为 
(uss ww ) ,MR 
(ry 2) =u f(r, yg 2) = 
f(r, y, 2)= 《4 一 -7) 
式 〈4 一 7) 代表 通过 PR, 点 的 三 个 曲面 (图 4 一 1), 它们 是 在 PP 


图 4 一 1 


点 相交 的 三 个 坐标 面 , 与 直角 坐标 系 中 的 zx 一 zy 一 gz 一 2 的 
坐标 平面 相对 应 。 这 里 的 (zzzo) 表示 P, 点 的 直角 坐标 。 
显然 , 任何 两 个 坐标 面相 交 成 一 条 曲线 ,此 曲线 称 为 坐标 曲 
线 。 例 如 ，fi(z,y,z) = 二 wt 和 了 (x,y,z) 一直 的 两 个 坐标 面相 交 的 
曲线 只 有 ww 能 够 变化 , 故 称 为 w' 坐标 曲线 , 简称 w 曲线 。 同 样 可 
以 定义 出 ww 曲线 和 iw 曲线 ,如 图 4 一 1 所 示 。 
二 本 矢量 和 互 易 矢量 
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假定 R 表示 坐标 原点 到 P(z,y,z) 点 的 位 置 矢量 , 它 是 曲线 坐 

标 (es 如 妇 ) 的 函数 , 即 
Rl ws Ht) = pa A iT pu , ru, 1) 
+ plu, ww, 2 Ok (4—8) 

车 设 = 二 cc, 二 clc, 和 cc; 均 为 常数 ), 则 矢量 闻 数 民 Cw',c;,c;) 
代表 w 曲线 , 偏 导数 区 代表 该 曲线 的 切线 矢量 。 同 样 ，3R/3w 
和 9R/39w 分 别 代 表 w 和 w 曲线 的 切线 天 量 。 

因为 矩阵 和 它 的 转 置 矩阵 具有 相同 的 行列 式 , 根据 雅 可 上 比 行 
列 式 和 三 个 矢 基 的 混合 积 定 义 可 得 


9(7, Y z) _9R， oR de 
9, u, 4) du dw X 3 天 0 《4 一 9) 


因此 , 坐标 曲线 的 三 个 切线 矢量 9R/aw ，、9R/9w 和 9R/9w 不 共 


面 ,它们 可 以 构成 一 个 基础 系 (或 称 为 基底 系 )。 失 量 
oR oR oR 
a? OT J? 人 一 可 (4—10) 
代表 与 已 点 有 关 的 西 矢量 (或 称 为 基 矢 量 )。 
以 后 ， 我 们 规定 坐标 曲线 0 使 西 撩 量 Adis 02», ( 按 此 顺 
序 ) 形成 一 个 右手 法 则 系统 , 这 将 意味 着 雅 可 比 行列 式 
9(z,y,z)/9(w ,usu ) 在 空间 域 忆 内 是 正 的 。 


由 于 民 是 曲线 坐标 4 a 外 明 数 ， 和 


a -一 


dR 一 Fda + dw + dw 《4 一 11) 
将 式 (4 一 10) 代 入 式 (4 一 11) 得 
dR = ady ad + aydv: (4 一 12) 


注意 , 西 矢量 wava 不 一 定 是 单位 矢量 ， 它们 的 方向 代表 在 
P 点 的 坐标 曲线 切线 方向 并 随 P 点 的 位 置 变化 而 变化 , 它们 的 大 
小 决定 于 曲线 坐标 的 性 质 。 这 是 曲线 坐标 和 直角 坐标 之 间 的 根本 
区 别 。 
三 个 基 矢 量 a ,a,,a， 形成 了 一 个 平行 j 六 面体 。 其 体积 为 
7 了 一 al。(a X as) 一 a， “(a X qi) 一 aq * (a X a) 
(4 一 13) 
根据 式 〈4 一 13), 我 们 又 可 以 定义 出 三 个 新 的 矢量 a' ,a’,a:， 
它们 与 wa:,a: 之 间 的 关系 为 z 
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中 一 六 (a X az ) (4—14) 


式 (4 一 14) 表明 ,新 定义 的 a',a’,a’ 分 别 垂直 于 由 《a,,a;)， 
《aa)，(Caya) 所 决定 的 平面 。 

注意 ,本 撩 量 % 并 不 一 定 甜 直 于 (a;,a;) 所 决定 的 平面 ,因此 
a 与 a 并 不 一 定局 向 。 同 样 , a; 与 oa 与 a' 也 不 一 定 同 向 。 

如 果 用 本 矢量 ai 点 乘 式 (4 一 14) 的 各 个 等 式 , 则 得 可 能 组 成 
的 全 部 标 积 ai，。aj 的 形式 。 例 如 ,用 a 点 乘 式 (4 一 14) 第 一 式 得 


a XxX dad; V 
"aT 


VY 


a * a 


用 a, 点 乘 式 (4 一 14) 第 二 起 得 


.于 是 
a 7 (4—15) 
各 用 和 又 乘 式 (4 一 14) 第 二 式 , 则 得 


a: Xa’:=a X 时 分 外 

一 地 [ala 。 ea) 一 aa 。CG3 ) 
考虑 到 式 (4 一 15), 上 式 变 成 
同样 


ay =V(a’Xa') 
ai 一 (ao Xx a) 
由 方程 (4 一 13) 一 (4 一 16) 联 系 起 来 的 两 组 不 共 面 矢量 称 为 互 
易 系 统 。 矢 量 组 a',a’,a’ 称 为 互 易 矢 量 。 它 们 与 本 矢量 ai,ai,a， 
同样 可 以 组 成 一 基础 系统 。 
若 用 互 易 酉 矢量 a',a*,a’ 作为 基础 系 , 则 位 置 矢量 R 的 微分 
变 为 


a; 一 V(a: Xa’) 
(4 一 16) 


aR = a'du tt aadu; + a'du; (4—17) 
式 中 du » du,» du 是 dR 在 新 基 和 矢量 a yaa 方 问 的 分 量 。 
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由 方程 (4 一 12)、(4 一 17) 得 
dR = Da = Deu (4—18) 
依次 用 a 与 ai 点 乘 式 (4 一 18) 并 考虑 到 式 (4 一 15) 的 关系 ， 我 们 便 
得 到 dR 在 两 个 互 易 系统 中 各 个 基 矢 量 方向 分 基 之 问 的 关系 


= Da, 


l (4—19) 
dw = Sa 。 qidu; 
j=1 
标 积 a;， a, 和 ai。a’ 习惯 上 用 下 述 符号 表示 : 
gi — Ad"*a— gj ， (4—20) 
g" 二 a'。a/’=g’ | (4 一 21) 
因此 式 (4 一 19) 恋 成 
duj 一 > gydu 
- (4— 22) 


把 式 (4 一 22) 代入 式 (4 一 18), 我们 得 到 西 矢量 与 互 易 矢量 之 闻 的 
关系 : 


a’ 一 > ,go5a 
入 于 (4 一 23) 
Ci 一 D9 
三 ” 逆 变 矢量 与 协 变 矢量 
若 拓 量 下 在 基 矢 量 a ,a;,a, 系统 中 的 分 莉 为 卫 , 产 ,六 , 即 
下 一 六 ai 十 fa: 十 Pass 一 >fia (4 一 24) 


则 六 , 记 , 产 称 为 矢量 下 的 道 变 分 量 , 而 矢量 下 二 > /ra 称 为 道 变 
矢量 。 


奋 本 天 量 aa:ya: 的 互 易 和 失 量 为 ce , 秋 量 下 在 互 易 天 
星 “， 0 系统 中 的 分 基 为 f,,f,,f，，, 即 


F=fa 十 fa” 十 fia’ 二 一 De . (4—25) 
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则 所 ,fs 所 称 为 失 量 忆 的 协 变 分 量 , 而 矢量 已 = 了 fa' 称 为 协 变 
矢量 。 | 
在 直角 坐标 系统 里 ,矢量 的 道 变 分 量 与 协 变 分 量 是 一 致 的 。 
根据 式 (4 一 22) , ,和 的 关系 为 


;二 De’, f'= > 7 《4 一 26) 
用 点 乘 式 (4-24) 并 考虑 到 关系 式 (4 一 15) 得 
FaQ=f (4—27) 
同样 ,用 cj 点 乘 式 (4 一 25) 得 
F ai 一 了 《4 一 -28 ) 
把 式 (4 一 27) (4 一 28) 分 别 代入 去 (4 一 24)、(4 一 25) 得 
F = Sr. ‘a= Pp: aj)a’ (4—29) 


.前 已 指出 ， 西 矢量 的 长 度 决定 于 曲线 全 标 系 的 性 质 我 们 按 下 
式 定 义 一 组 单位 矢量 : 


Ul — Oi _ i 他 > 本 Oz 
“一 ^v 人 人 /gy l ~v °°* Aa; ~vV #22 
UU; a; 
明 -一 一 4 一 30 
| /ad * a; ~V 933 ' ) 
单位 矢量 主 与 a 方 向 相同 。 矢 量 下 用 单位 矢量 表示 为 
FS=Fi Fi, fF,i, (4—31) 


使 式 (4 一 31) 与 式 (4 一 24) 相 等 并 考虑 到 关系 式 (4 一 30) 得 
Pi, = PP = fia, 
A 
即 
， 下 ;一 A ga (4 一 32 ) 

度 规 系 数 

位 矢量 的 微分 QR 代表 从 Pla,wya) 点 到 相 邻 点 Ga 十 ds, 
十 dw, 十 dw’) 的 无 限 小 位 移 量 ， 其 大 小 我 们 用 ds 表示 ,于 是 


ds 一 dRR，dR 一 ya, * ajdu'du’ 


t = 1 二 1 


= 2 oe qduidu, (4—33) 
用 式 (4 一 20)、(4 一 21) 的 符号 代入 式 (4 一 33) 得 
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ds’ 一 Dear dw’ 一 po uj (4—34) 


式 中 95 和 了 ;通称 为 曲线 坐标 系 4 :和 它 的 互 易 坐标 系 ， :的 空间 度 
规 系 数 。 

下 面 ,我 们 来 计算 在 曲线 坐标 系 里 的 线 元 .面积 元 和 体积 元 的 
公式 。 

在 式 (4 一 12) 中 令 

ds, = adu', ds; 一 ad ，ds: 一 ad (4 一 35) 

它们 分 别 表示 沿 w 曲线 、w 曲线 、w: 曲线 在 P 点 的 无 限 小 位 移 
量 。 


= lds|=~Vgudv 
-一 lds, | =— /gud 《4 一 36) 


ds;= |ds,| = /oud 
式 中 dsi,dsi,ds; 分 别 表 示 在 P(e oz) 点 沿 ww 曲线 ，w' 曲线 ， ww 
”曲线 的 无 限 小 位 移 量 。 
我 们 在 图 4 一 2 里 画 出 了 一 个 由 w 曲线 和 w 曲线 在 w 面 上 
围 成 的 一 个 平行 四 边 形 面 积 元 ,其 大 小 为 
dAi= |ds; X ds;| = |a, X a ldwdr 


= A/ (a, x a;) 在 (a; XX a du dw (4—37) 


图 4 一 -2 


由 矢量 恒等式 ， z ' 

(GEXb)。(cXXgG) 一 (ac)(pbpd) 一 (a。d)(b，c) 
(4- 一 38) 
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式 中 a, b,c,d 是 四 个 任意 的 矢量 。 式 (4 一 37) 根 式 里 的 点 积 可 以 


变 成 : 
(a Xa)* (a Xa)= (a a)(a* 4) (a* qa)(as* a) 
z = gg 一 9 (4 一 39) 

这 样 , 在 w 表面 上 的 面积 元 为 

dA 一 /gag — gidu’du (4—40) 
同样 ,在 x 面 和 ww 面 上 的 面积 元 为 

dA: = gs9u — ghdu'du (4 一 41) 

d4, 一 [ggs 一 gidaadi (4 一 42) 


由 坐标 面 图 成 的 平行 六 面体 的 体积 元 为 

dV 一 ds, » ds, X ds, 一 0 。， a,X du du' du (4 一 43) 
若 令 式 (4 一 29) 里 的 下 二 a, X a, , 则 式 (4 一 29) 改 写成 

a X as 一 (al ea X a)a al* a, X eye 


十 《oo 。， aa X a;)a; (4 一 44) 
用 w 点 乘 式 (4 一 44) 并 利用 式 (4 一 13)、《4 一 14) 消 去 ya:ye: 得 
人 1 


0 0 X 0 一 Oo (a Xa ea Xa)aG， 
a CQ MX Qt 


十 (qa: Xa * a, X a;)a, 十 《al Xx a; ea da, X ds) 0) 


(4—45) 
将 圆 括号 内 的 量 按 式 (4 一 38) 展 开 并 排列 成 


(al。，as X a) =a* al(a* qa) (a,* a,) 
— (qs:* qi) (a;* qa,)) 
二 ae aC(a,* a)(a,* a,) 
.~ (a:* qa)(a:* a;)) 
十 vaC(a a) (a a,) 


— (ga: * aq;) (a,* a,)) (4—46) 
若 将 式 (4 一 46) 中 国 括号 内 的 标 积 用 gi 代替 , 则 式 (4 一 43) 表 
示 的 体积 分 简化 成 


dV = ~ 9 du du dy (4—47) 
式 中 
di qq qu 
g 一 gi: 2 #23 (4 一 48) 
ar 1V3az 033 
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只 要 在 式 (4 一 36) (4 一 40) 一 (4 一 42) 和 式 (4 一 48) 中 用 g” 代 
替 gi, 即 可 得 到 在 互 易 系统 里 的 线 元 \ 面 积 元 和 体积 元 的 表示 式 。 

从 以 上 的 讨论 可 知 , 曲线 坐标 系 的 空间 几何 特性 完全 由 度 规 
系数 g;j 表 征 , 因此 讨论 曲线 坐标 系 的 一 个 重要 问题 是 如 何 确定 这 
些 系 数 。 

在 直角 坐标 系 里 , 度 规 系数 为 

1 一 5 一 { 和 (4 一 49) 
0 天 7 

根据 直角 坐标 系 坐 标 平面 的 正 交 性 和 互 易 西 矢量 的 定义 式 (4 一 
14), 西天 量 和 互 易 西 矢量 是 相同 的 ,习惯 上 用 i,j,k 表示 ,它们 是 
单位 矢量 。 把 式 (4 一 49) 代 入 式 (4 一 34)、(4 一 40) ~ (4 一 42) 和 式 
(4 一 47) 即 可 得 到 我 们 熟悉 的 形式 ， z 


ds’ =dr tady tdz (4—50) 
dA, = dydz, dA, = dzdrx, dA;=drdy (4—51) 
aV = dzrdydz (4— 52) 


由 式 (14 一 4) ,直角 坐标 系 与 曲线 坐标 系 之 间 的 变换 关系 为 


T= pi (uu, u’, uu'), y 一 Pil, uu ) 


z= p(w, yu, U) (4—53) 
因此 
dx ，， dr ,, | gr ，|， 
dz = Fd 十 3rdu tT aid 
OF OF YF, _ 
dy = Fd 十 Fd 十 Jud (4—54) 


一 .22132921 
dz 一 idu 十 Fdu 十 dt 


使 式 (4 一 50) 和 式 (4 一 34) 相 等 得 


dr + dy + dz = > gududu (4—55) 


+ 一 1 


把 式 (4 一 54) 代入 式 (4 一 55) 并 使 相同 项 的 系数 相等 , 我们 便 得 到 
计算 空间 度 规 系 数 的 一 般 关 系 式 ， 


9797 | 0y9¥ | 929% _ 
gi dwou du'dwu’ Tt du'du’ 《4 一 >6) 
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3 4.2 对 曲线 坐标 系 的 微分 运算 
一 ”梯度 
根据 我 们 在 第 三 章 里 的 定义 ， 数 性 函数 2 在 己 点 的 梯度 是 一 
个 天 量 , 它 的 方向 是 9 在 该 点 变化 率 为 最 大 值 的 方向 , 其 大 小 正 
好 等 于 该 最 大 变化 率 的 数值 。 由 于 位 移 4R 引起 的 9 变化 为 


由 式 (3 一 13) 可知 
. ap = Vo * aR 
因此 


3 
ip = Vp * dR = Da (4—57) 


因为 
aR = adu 十 GE 十 GE 
所 以 dw' 是 dR 的 逆 变 分 量 , 由 式 (4 一 27) 
du =a’*» dR (4 一 58) 
把 式 (4 一 58) 代 入 式 (4 一 57) 得 z 


Vp* dR— Da “aR 
即 
(Vp— Saga') “dR=0 
因为 4R 是 任意 矢量 , 故 z 
v9 = >32a: (4—59) 
式 (4 一 59) 表明, 在 梯度 表示 式 里, 互 易 本 矢量 尾 成 了 一 个 基 
础 系 ,如 果 仍然 需要 用 西 拓 量 a; 作 为 基础 系 , 则 应 通过 式 (4 一 23) 
把 互 易 西 矢量 变换 成 西 矢量 。 
二 散 度 
矢量 场 Fe se) 的 散 度 定 义 为 
.FF lim 广 从 nad (4—60) 
它 珍 示 矢 量 下 经 过 包围 P 点 的 无 限 小 体积 的 界面 流出 的 单位 体 
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积 通 量 。 下 面 我 们 来 计算 从 图 4 一 3 所 示 的 体积 元 流出 的 通 量 。 


图 4 一 3 


体积 元 位 于 ww 面 上 的 端面 有 二 ;左边 的 位 于 ww 处 ,表面 积 为 
CdAsJr: = Clar X as)dw du J . 
它 的 法 线 方向 朝 左 (向 外 ); 右 边 的 位 于 4 :十 dwr 处， 表面 积 为 
[CadA,) 也 十 du2 一 一 [CCas xX CE du’du ), 2 十 2 
它 的 法 线 方向 朝 右 (也 是 向 外 )。 因 此 从 这 两 个 端面 向 外 流出 的 净 
通 量 应 为 
WY, -一 CF * 《ai XxX a ) du du ra 十 CF * (a Xx aq;) du du’ ) ,2 
因为 —adXa=u, Xa , 故 
Q; 一 CF MM (a, XxX a du dda’ ] ura 一 CF 。 (a x ai) du du’ ] as 
(4— 61) 
式 中 方 括 弧 的 下 标 表 示 分 别 在 十 dw 和 ww 处 计算 。 当 dw 足够 
小 时 , 式 (4 一 61) 可 近似 为 
©， ~ CF 。(ai x Ga du du du’) 
根据 式 (4 一 29) 
F* (asXa)= ZF a)ai* (asXa) 


=(F *。a’)a:* (as Xal) 
又 由 式 (4 一 27) 
万 。 2 一 及 
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因此 
(F ea)ase (a Xa)=fiae (aXa) 
再 由 式 (4 一 46》 
d* a Xa,=a, 。 ay Xeai 一 人 /7 
所 以 
Fe (aXa)=f"Vg (4—62) 
于 是 
= Ff 9 ddudw (4—63) 
位 于 w 面 和 w 面 上 的 其 余 两 对 端面 的 通 量 9. 和 8; 也 可 用 
类 似 的 方法 得 到 。 
4 一 4 十 9， 
总 通 量 除 以 好 [ 式 (4 一 477) 并 取 极 限 dw 一 0, 2 一 0 一 0 邑 
为 F 在 P 点 的 散 度 。 因 此 
V 。 Pim — dg) (4—64) 
三 ” 旋 度 
矢量 F 的 旋 度 可 以 通过 计算 下 沿 无 限 小 闭合 回路 的 线 积分 
得 到 。 我 们 知道 , 旋 上 度 在 单位 法 线 矢量 n 方向 的 投影 等 于 在 该 方 
向 的 环流 面 密度 , 即 
(TXF).n= iim pF 。 ds (4 一 65) 
我 们 来 计算 FF 沿 w' 面 上 平行 四 边 形 面积 元 周 线 c 的 环流 (图 
4 一 4)。 平 行 四 边 形 的 边 长 为 adu* 和 asdw’， 周 线 c 的 方向 使 正法 
线 n 朝 着 正 w 曲线 。 根 据 西 矢量 的 定义 式 (4 一 14), 互 易 西 矢量 
a' 必定 和 鲜 直 于 vw 面 ,而 n 表示 w 面 法 线 方向 的 单位 矢量 ,所 以 
< (4 一 -66) 


1 一 
a *a 


注意 ,在 一 般 情 况 下 , 西 矢 量 a, 并 不 和 慌 直 于 w 面 。 

平行 于 w 曲线 两 边 的 线 元 asdw 与 失 量 FF 的 标 积 为 
(Fe oadu ra — (Feadu)ys 

当 dw 很 小 时 ,上 式 可 以 近似 为 


FF * 3) du dy 
u 
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图 4 一 4 


平行 于 w 曲线 底 边 和 顶 边 的 线 元 azdw 与 失 量 下 的 标 积 为 
一 (F » qsdy’) ete (F * asdu ) 
当 dw 很 小 时 ,上 式 可 以 近似 为 


— i(F 。 a) dwdu: 
于 是 下 沿 平行 四 边 形 面积 元 周 线 c 的 环流 为 


[RF 。 a;) 一 和 (GEF 。 a) | ta (4—67) 
平行 四 边 形 面积 元 的 面积 为 
4 一 ad X a |= Na X a) * (qa: X a)dwdu 
(4—68) 


取 极 限 dw 一 0,dw* 一 0 并 将 式 (4 一 66)、 (4 一 47) 和 式 (4 一 68) 代 入 
式 (4 一 65) 得 


(VV XEF) aa _ 1 
a'ea ~ (aa X ai) . (a: X a;) 


5 . 
由 式 (4 一 14)、(4 一 13) 和 式 (4 一 46) 得 


a Xa 一 afa (qaXa)=/V ya (4—70) 
将 式 (4 一 70) 代 入 式 (4 一 69) 并 化 简 后 得 


:1 ap arr 
(Y x F) *a 一 Vg | 疙 (F ai) Fe a) | 


(4—71) 
vy xXF 的 其 余 两 个 分 量 可 以 通过 置换 式 (4 一 71) 中 的 指标 得 
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到 ,它们 是 


:1 19avp。、_ avp， 
(VV XF):a -| 地 a ) 5 a) | 
(4d—72) 
,__l 19vp。 3 
(VYV XxXF)*a’= a Et a2) 了 (下 dl | 
(4—73) 
求 得 (了 XxF)，ai 后 ， 将 其 代入 式 (4 一 29) 得 
vxXF= Dv xF， aDai (4 一 74) 
由 式 (4 一 28)， 在 式 (4 一 71) ~~(473) 中 的 
(F*ai)=f; 
考虑 到 上 述 关 系 式 并 把 式 (4 一 71) 一 (4 一 73) 代 入 (4 一 74) 得 
_ 9fs _ 931 
Vv XP -天 | 中 du jn 
2f _9f 9f: _ 9 
十 ( 跨 ou ;ja 十 (起 a )e| 《4 一 79) 
拉 普 拉 斯 算 子 


拉 普 拉 斯 算 子 Vip 代表 了 ，YV mg。 我 们 令 F= V9 并 代入 
式 (4 一 64) 得 


V+ vp= (vw) (4 一 76) 
式 中 Vg’ 是 梯度 的 逆 变 分 量 。 
由 式 (4 一 59) 
Vp'= Vp*ai= Sa. a = > (4—77) 
于 是 
Vp=Y， Vo- 刻写 ( V9) (4—78) 
3 4.3 正 交 坐标 系 


到 目前 为 止 , 我 们 对 基 矢 量 所 加 的 限制 仅仅 是 它们 必须 不 共 
面 。 在 一 般 情况 下 , 坐标 轴 之 间 不 相互 垂直 。 虽 然 这 种 不 正 交 的 
坐标 系 可 能 最 具有 实际 意义 , 但 由 它们 导出 的 偏 微 分 方程 到 现在 
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还 不 能 用 分 析 的 方法 得 到 解答 。 因 此 , 几乎 在 所 有 的 实际 应 应 用 中 
都 只 采用 正 交 坐标 系 。 对 于 正 交 坐标 系 ， 上 节 导 出 的 公式 可 以 大 
为 简化 。 

正 交 坐标 系 是 指 它 的 西 矢量 aya:ya: 相互 垂直 ， 即 坐 标 轴 在 
空间 的 每 一 点 都 正 交 。 在 这 种 情况 下 


nt ri 一 ae 《4 一 79) 


土 式 表 明 , 本 矢量 和 互 易 本 矢量 互相 平行 ,大 小 互 为 倒数 。 并 
目 
a "二 aa 一 ac 一 0 (4—80) 
gy=0 Gi¥D 了 
在 正 交 坐标 系 里 , 度 规 系数 习惯 上 采用 如 下 的 符号 
hs ~ gu, hi= Nar* qs = gn 


= /aq 。m 一 人 /9 (4 一 81 ) 
由 式 (4 一 56) 得 
一 【( 尖 ) 十 ( 引 ) 上 ( 纺 ) (4-82) 


将 式 (4 一 81) 代 入 式 (4 一 36) 、(4 一 40) 一 (4 一 42) 和 式 (4 一 47) 
得 在 正 交 坐标 系 里 线 元 .面积 元 和 体积 元 表示 式 : 
ds 一 ds 十 ds 十 dsi 
ds hidau:! 四 ds, = 一 hdu’, ds, -一 hdu (4 一 83) 
dA 一 oo 


d A, = hh du'du (4—84) 
dA, = hh,dwadu’ 
dV = Ng dwadwdy’ 《4 一 -85) 
行列 式 9[ 式 (4 一 48)] 的 所 有 非 对 角 线 都 等 于 零 , 故 
Mg = hhh, (4—86) 


在 实际 运算 中 ， 在 正 交 坐标 系 里 应 用 单位 基 矢 量 i ,i, 和 i, 最 
为 方便 ,由 式 (4 一 30)、(4 一 79) 和 式 (4 一 81) 得 


. i = = ha' (4—87) 


即 
人; 一 hi, 
上 8 
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矢量 下 表示 为 


F= hi Fit Fi (4—89) 
] 1 一 小 
i; . i; = 0;; 一 { (4—90) 
: 0 j=k 
由 式 (4 一 32) 和 式 (14 一 26) 得 到 用 严 表 示 的 道 变 分 是 和 协 变 分 基 
: 一 元 局， fi 一 让 及， (4 一 91) 


对 于 正 交 坐标 系 的 梯度 、 散 度 、. 旋 度 和 拉 普 拉 斯 算 子 可 以 直接 
由 上 节 的 结果 导出 。 
把 式 (4 一 88) 代 入 式 (4 一 59) 得 


yp= Di (1— 92) 
把 式 (4 一 86)、(4 一 91) 代 入 式 (4 一 64) ,矢量 场 F 的 散 度 为 


1 9. 9 
V 。， PF = | 才 Coaz) + 3 Chsh, Fa) | 


十 Calan) | (4—93) 
du 
把 式 (4 一 86)、(4 一 88) 和 式 (4 一 91) 代 入 式 (4 一 75), 矢 量 场 下 
的 旋 度 为 : 
Y xF 一 证 | 也 CRP — BC) | 
h 六 2 -3 3 9 3 2 了 1 
ha, 


l 了 


式 (4 一 94) 也 可 以 表示 成 行列 式 的 形式 ; 
hi h,i, hais 


1 | 20 9 
Vx F = nh du dw gw 《4 一 95) 


RF hhF, hsF, 
把 式 (4 一 80)、(4 一 81) 和 (4 一 86) 代 入 式 (4 一 78) , 数 性 函数 @ 
的 拉 普 拉 斯 算 子 表示 为 
(4 和 3 ) 


VP= Vv. yp 下 | 六 Di 


Neal yh F, ) 一 Ch i 
au An 
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Nw hk, A 站 AN hs du 
在 第 三 章 所 ,我 们 还 讨论 过 在 分 析 场 时 会 经 党 过 到 的 算 了 [ 式 
(3 一 1477], 剧 ] 
VXYVYXxXF=VY*F—-Y* VF (4—97) 
对 于 直角 坐标 系 , 和 盆子 YY 下 相当 于 


了 。 vr- Vp- 了 (++ 及 (1—98) 


avy’ QZ2! 
它 表 示 拉 普 拉 斯 算 子 作用 于 矢 基 FF 的 各 个 直角 分 其 。 对 于 曲线 
坐标 系 ，Y XY XF 还 可 以 表示 成 行列 式 形式 ( 见 下 页 公式 (1 一 
99))。 
于 是 ， 在 曲线 坐标 系 的 和 失 量 了 VF 可 以 从 式 (4 一 97) 中 Vv 
VY。 下 中 减 去 VX YXF 得 和 到。 并且 , 结果 与 拉 普 拉 斯 算 子 直接 
作用 于 下 在 曲线 坐标 里 的 各 个 分 车 之 和 不 相同 。 


$4.4 在 正 交 坐标 系 里 的 麦克 斯 书 方程 组 
在 用 度 规 系数 访 ,h,,h 表征 的 正 交 曲线 坐标 系 里 ，3 3.8 里 我 
们 讨论 过 的 麦克 斯 韦 方程 组 [ 式 (3 一 172) ~(3 一 175)] 可 以 分 解 成 
八 个 场 其 的 标 甚 偏 微分 方程 组 : 


i Ze) 一 2 四 2 _ 

三 区 Wf) Rd ) | — = (4 一 100) 
Er 六 (hlls) 一 Fh 六 )| 一 2 | 

这 六 (hE;) 一 EN | + = 0 

站 攻 (ChB) 一 ph, ) | DB， 


hh, 2 (Ch,E,) — 0 + 


| (4—101) 
at 0 


SC hsD,) 十 了 


万 ，) 十 5 (Ch hk.D3) 一 让 大 


《4- 一 102 ) 
Fh h,.B) 十 5 hah B,) 十 地 Sih RB)=—=0 (4—103) 


了 0 


V XX V 关于 三 


om 
r 


1 


hh, 
9 
Oa 


h, | 
/ F, 
hhs 六 1 


9 
du 


(h,F,) 


h, 
hihs 


9 


3 


忆 


(FP,) 加 


0 
ou 


(hh,F,) 


1 
hh 
0 
pF 
hk, 过 0 
TT 2 2 FPF, 
hh, a eT ) Ou Ch ) 


(4 一 99 ) 
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连续 性 方程 [ 式 (3 一 180)] 在 正 交 曲线 坐标 系 里 为 


1 3 9 hh ) 9p __ / 
Eh a hn; J 十 ot 一 0 《1 104) 


$1.5 各 种 正 交 曲线 坐标 系 


在 求解 一 个 具体 的 物理 问题 (例如 电磁 场 ) 时 ,首先 是 选择 一 
个 坐标 系 (或 几 个 坐标 系 联合 使 用 ), 然后 在 选 定 的 坐标 系 里 应 用 
变数 分 离 法 分 解 偏 微分 方程 (例如 波动 方程 ) 成 三 个 常 微 分 方程 。 

现在 实际 使 用 的 正 交 坐标 系 有 如 下 十 三 种 ， 

(1) 直角 坐标 系 ; (2) 圆柱 坐标 系 ; (3) 球 面 坐 标 系 ; (4) 椭 癌 柱 
坐标 系 ;(5) 抛 物 线 柱 坐标 系 ;(6) 锥 面 坐 标 系 ;7) 椭 球 坐 标 系 ;(8) 
旋转 长 椭 球 坐标 系 ; 9) 旋转 扁 椭 球 坐 标 系 !; (10) 旋转 抛物 面 坐标 
系 ;(11) 扫 物 面 坐标 系 ;(12) 双 球面 坐标 系 ;(13) 环 面 坐 标 系 。 

在 (1)~(11) 的 坐标 系 里 ,波动 方程 可 以 直接 用 变数 分 离 法 处 
理 ,而 在 (12)~(13) 两 种 坐标 系 里 ,只 有 将 拉 普 拉 斯 方程 经 过 适当 
变换 后 才 可 以 用 变数 分 离 法 处 理 。 直 和 角 坐 标 系 在 第 三 章 已 讨论 
过 , 现 讨 论 其 余 的 十 二 种 坐标 系 。 

一 加 柱 坐 标 系 

令 P' 是 P(rz,y,z) 点 在 区 平 面 上 的 投影 ,而 7r,0 是 P' 点 在 x9 
平面 上 的 极 坐 标 ( 图 4 一 5), 则 变 基 : 


: dW 二 rr, 人 一 小 U 二 & (4— 105) 
称 为 圆柱 坐标 系 。 它 与 直角 坐标 系 之 间 的 变换 关系 为 
7 二 和 VY 十 六 (0 委 7 委 co) 
0 一 arccos < 二 arcsin——— 人 OO (4—106) 
AZ 十 妨 Vrt+y 


除了 在 < 轴 上 的 6 没有 定义 外 , 变换 对 整个 空间 都 成 立 。 变 换 的 
雅 可 比 行列 式 为 
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adr Or | 
a7 ay 0 
9(r,6,2) 136 36 _ _ 
jz 2 | 3 0| 二 一 (4—107) 
0 0 1 
二 rcCosU 
y = rsinO (4—108) 
之 二 
逆 变 换 的 雅 可 比 行列 式 为 
a(z，y， 2 Cosl ”一 ?Simt 
A(r,0,2) |sing recosg | 一 7 (1 109) 


于 是 
Fe 1 (4—110) 
在 Polzo,yo,zo) 点 相交 的 坐标 面 是 : 半径 为 "== VR 十 克 ,四 
线 为 < 的 圆柱 面 ; 包含 > 轴 并 与 z 平面 成 0 = areeos(zy/r) 一 
arcsin(y/7,) 的 平面 和 = 一 2 的 平面 。 坐 标 曲线 是 一 个 圆 和 两 条 
直线 ,如 图 1 一 5 所 示 。 
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在 圆柱 坐标 系 里 ,位 置 和 大量 为 
R= (r,1,， 2) 一 rcos 信 十 rsindj + 2k (4—111) 


9 
= fi, = cos sindy 
[ 


JoR = hi,= — rsSingi recosdj 


[82 一 lt, 一 k 


单位 和 基于 汪汪 五 相 垂直 ,所 以 圆 林 坐 标 系 是 个 正 交 坐标 系 。 
由 式 (4 一 112), 度 规 系 数 为 


二 1， /一 7， 二 1 


义 由 式 (4 一 83) , 线 元 的 平方 为 
8 一 十 md 十 ld (4 114) 


没 站 是 一个 数 性 函数 ,FF 是 :个 矢 函 数 ,我 们 把 式 (4 一 113) 代入 
式 (1 一 92)、(1 一 93)、 (847) 和 起 (496) 得 


(4—113) 


, 4143937, 97, 
vf 二 3 十 r a0 :十 ga 

19 10F, AF, 

v "f= A 


~ {19F, _9F,), 9F, ap l/s 
7 xXF= (+ 并 刻 + (条 深入 站 4 一 115) 


pe 1 9 qr 19 vr ov 
v= 二 六 (5 二 二 十 


例 1 试 求 算 子 Y 在 圆柱 坐标 系 里 的 表示 式 并 计算 标 基 场 
frst,2) = r zsindcost 的 梯度 。 

解 把 以 = 二 rw 一 0 ,ww 一 z 和 式 (4 一 113) 代 入 式 (4 一 92) 得 

VY/{= 2rzsintcosd0i rz(cos't — sin'0)i, 
二 risingcosdi, 

若 将 式 (4 一 112) 的 主 汪汪 代入 上 式 并 整理 成 含有 玉 天 的 

项 , 则 
V | 一 7rzsintli 十 rzcosj Tr sintcostk 
因为 zx 一 rcos0,y 一 rsin0， 上 式 可 变 为 
V {= yi rj ryk 
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这 正好 是 函数 /=zyz 的 梯度 , 它 是 所 给 标量 场 在 直角 坐标 里 的 
表示 式 。 本 例 表 明了 梯度 的 不 变性 。 
例 2 试 计 算 先 量 场 Flr,0,z) 一 rr 十 7?sin0i 十 2 瑟 的 散 
度 。 
解 由 式 (4 一 115) 
V+F= 二 | 及 “让 ) 十 而 (rsinb) 7(2)| 


7 
一 二 (4 十 mcaosf 十 272)》 


一 4 十 rcosl 十 22 
若 根 据 式 (4 一 108) 变 回 直 角 坐 标 系 , 则 
V， 下 一 4( 太 十 纺 ) 十 7 十 2z 
利用 式 (4 一 L12) 和 式 (1 一 108) 将 下 (rr,90,z) 变 换 成 用 直角 坐标 系 
来 表示 ,得 
F =r' (costi sin0j) 
十 ?T'Sin6 (一 sin9i 十 cos9j) 十 zk 
= [ZE 十 妨 ) 一 好 了 十 [CCz 十 护 ) 十 z 的 了 十 zx 
它 的 散 度 是 
Ve。F=4(Cx 二 yy) rt 二 ?2 
此 例 表 明了 散 度 的 不 变性 。 如 果 我 们 继续 计算 矢量 场 下 的 
活 度 , 则 同样 可 以 表明 旋 度 的 不 变性 ， 
二 ”球面 坐标 系 
变革 
4 rr, =, w=9 《4 一 116) 
称 为 球面 坐标 系 。 它 与 直角 坐标 系 的 变换 关系 为 
"二 V2 十 六 十 2 


0 = arccos—- (0 0A) 
入 一 arcCCOoS 一 一 一 一 一 一 -arcsin (0 二 nmRA) 
A 十 加 AT 十 y’ ~ 人 
《4 一 117) 
在 可 比 行 列 式 为 


了 了 TI5 


Tr rT Tr 
9(r,0, mp) _ TZ y2 _ty 
9(r, gz2) lris/rty rvr+y 7 
一 工 0 
V7 二 六 rT 十 vy - 
] 1 


ss 


/TY rsing (4 一 118) 


除了 在 z 轴 (0 二 0) 雅 可 比 行列 式 没有 定义 外 , 变换 对 整个 空间 
都 成 立 。 


逆 变 换 为 
Z 一 Teosy | 
y 一 7rSingsing (4—119) 
z= reosd | 
逆 变 换 的 雅 可 比 行列 式 为 
TT 一 rsinb (4 一 120) 


在 Pu(zroyyoyzi) 点 相交 的 坐标 面 是 ; 中 心 在 原点 ,半径 为 7 = 
MZ 十 尺 十 如 的 球面 ; 顶点 在 原点 , 轴线 为 z 轴 , 母线 角 为 0, 一 
arccos(zo/7o) 的 “圆锥 ” 面 和 包 合 z 轴 并 与 坐标 平面 尺 成 p= 
arccos(zo/ NZX 二) 一 arcsin (yo /M2 + i) 的 平面 (图 4—6)。 


这 里 所 指 的 “圆锥 ”只 它 该 包 技 . 1 = 2/2 的 xy 平面 和 1 全 


T/ 2 和 加 从 a 
在 球面 坐标 系 里 ,位 由 大 最为 
R=rsingcospi 十 rsinbsinw 了 十 rcosOR (1 一 上 21]) 
因此 坐标 曲线 的 切线 天 量 为 
一 /和 一 sinp/cosoi 十 Sinpsingy + cosoOk 
oR 。 。 ， 。 . 
57 = hii, = recosHcospi 十 rcosbsinp 一 rsintk » 
oR _ Ai = — rsinOsinmi 十 Cosncoso 7 
ER — Ha3t; —— * S Ss | 


(1 -122) 
这 些 单位 矢量 也 是 相互 正 交 的 , 所 以 球面 坐标 系 也 是 正 交 曲线 坐 
标 系 。 
由 式 (4 一 122), 度 规 系 数 为 


hs=1l, hh, 二 7,， hh = rsin0d (4 一 123) 
球面 坐标 系 的 线 元 为 
ls = dr 二 rAd rsin’0d op’ (4—124) 
根据 式 (4 一 123) 算 出 的 梯度 、 散 度 、 旋 度 和 拉 普 拉 斯 算 子 为 
, — oP; 了 cx ， 1 oF, 
v4 or r 00 rsin0 dap 
1 ， ， oF, 
v °F= rr Cr AF) 十 nd SinOp, ') tg 
| or,|. 了 | 1 or, 
Vv XEF = nD 六 GsingF,) | 二 了 Er 
9 1 二 了 _ 7 oe, 
Sp) i 十 r E -(rF, ) iB 


: 1 9 人 3 1 9 (sin a oY¥ 
7 一 一 -一 | 一 -一 - 
和 Aar tT ainD rsind oo 5 no ) 十 sinD i 


(4—125) 
例 3 已 知 矢量 FF 在 球面 坐标 系 里 的 分 量 为 
Li, 一 全 83 ， p=, Ff; 二 0 
其 中 4 是 常数 。 试 判别 已 是 否 是 势 量 场 ? 若是 势 量 场 正 一 YY ， 
试 求 Y。 


解 ”将 局 ,PP 代入 式 (4 一 125) 得 
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VXxXF=0 
因此 是 势 晤 场 , 故 7 了 = 二 VvV YY。 


由 式 (3 一 13) 

dy = VV .dR—=F .aR 

又 
六 一 ]， 六， 一 7 h, = rsing 

dR = hdri + hdoi, + hdoi 

F=hi Fi, Fi 
所 以 

dy =F “dR =— 9dr 1 Pd0 
= 人 (一 ss | 
条 
于 是 
7 一 kcosd 


| 


椭 回 柱 坐 标 系 

设 椭圆 的 两 个 焦点 为 P 和 P; ,其 位 置 是 zx 一 c 和 和 7, 二 一 0， 
又 设 在 攻 平 面 上 任 一 点 与 愉 和 已 的 距离 为 m” 和 (图 4 一 7)， 
变量 


Wh = 二 《4 一 126) 
称 为 椭圆 柱 坐 标 系 。 它 们 定义 为 
ni 十 了 
< 一 9e, 
ri 一; 《4 一 127) 
1 二 2c， 
名 二 名 


由 图 4 一 7 上 的 4PPP, 看 出 ,， P,P; 二 2c,, PP 二 7, P,P = 7,。 
由 式 (4 一 127) 得 
< 之 1， 一 1 三 7 二 1 (4-—128) 
< 等 于 常数 的 坐标 面 是 一 个 椭 贺 柱 , 它 的 模 截 面 是 焦点 为 已 和 P， 
的 椭 癌 。 椭 圆 的 长 半 轴 和 短 半 轴 为 
4 一 Ci 一 CA/E 一 一 1 
a’—b’— ce? (4—129) 
偏心 率 为 
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i (4 一 130) 


7 等 于 常数 的 坐标 面 代 表 如 图 所 示 的 一 族 双 叶 共 焦 双 曲线 柱 
面 。 共 焦 系 统 的 椭圆 和 双 曲 线 方程 为 ’ 


2 y : 
二 十 一 cs 
2 2 1 
， (4 一 131) - 
2 
7 1]—y ! 
于 是 
X 一 CE 
y 一 CE 一 11 一 宪 ) 《4 一 132) 
z=z 


由 式 (4 一 132)、(4 一 82) 得 


6 CO—”7 /一 人 一 __ 
Er]? h, 一 Ci [一 入 h;= 1 (4 133) 


2 


2 ,1 CO—7 2 - 17 ， 2 _ 
ds: 一 c 和 二 a + 三 er | 十 da (4 一 134) 
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wl | 下 19f /or 
vp -mel 1 (Vs 15 


十 /1 一 AC 1 一 Tr ) 十 二 (4 一 135) 


9%° 
通过 下 列 变 换 
E£=chu, 7 一 cos?p (4 一 136) 
我 们 可 以 得 另 一 种 椭圆 柱 坐 标 系 ， 
2 一 2 Wu 二 v, Ud 二 (4—137) 
在 这 种 情况 下 


有 二 二 ochiu—cosiv,， 二 1 (4 一 138) 
CS 一 CCchu — cos'v) (dv dv’) 十 dz (4— 139) 
oh osm (9 + Hor ) + Fer (4—140) 
4 一 7 所 示 , i 垂直 于 纸 面 并 指向 离开 读者 的 方向 。 

抛物 线 柱 坐标 系 
车 7,6 是 任 一 点 在 区 平面 上 的 极 坐标 , 则 可 用 下 列 方程 定义 
两 族 相 互 阜 直 的 抛物 线 


< 一 /37sin- ， ?9 一 /237c0s$ (4d—141) 


< 等 于 常数 和 7 等 于 常数 的 曲面 是 两 族 正 交 的 抛物 线 柱 面 ， 
它们 的 母线 都 平行 于 z 轴 ( 图 4 一 8) 。 
变量 


V 于 一 


人 一 上 ， u’ = 1， 二 一 2 《4 一 142) 
称 为 抛物 线 柱 坐标 系 。 若 用 直角 坐标 系 代替 式 (4 一 141) 中 的 > 和 
0, 则 


一 27sin’S- —r(l~cos0) = VT 二 yz 


二 2rcos' 一 r(1 十 cos9) = 二 和 Mr 十 十 z 


(4 一 143) 
因此 


z 一 本 (太一 纪 )， 一 人 2 一 一 2 《4 一 144) 
度 规 系 数 为 
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图 4 一 8 


有 二 有 二 和 十 信 ， 1 一 1 《4 一 -145》 
线 元 和 拉 普 拉 斯 算 子 为 
| “ds: = (二 人 ) (dE 二 0) 二 dz’ (4—.146) 
1 /9 , FV), 9 加 
Y v= (de 5 ) 5 (4 一 147) 
通过 变换 
E2 一 和 人， ”= 《4 一 148) 
我 们 可 以 得 到 另 一 种 抛物 线 柱 坐 标 系 
U! 二 人， 人 一 天 2 一 一 Z 《4 一 149) 
这 时 


z 一 本 (4 一 四)， 1 一 [AL 2 一 一 2z (4 一 150) 


_ 工 /十 不 1 /4 十 妇 _ 
hh 二 去， 太一 可 人， 加 一 1 (4 一 151) 
ds' 一 (全 十 全 ) 十 a (4—152) 


121 


1 + (4—153) 
由 式 (4 一 150) 消 去 4 或 4 得 z 
yy 2x0 二 0, 六 一 2 和 7 一 入 一 0 《4 一 154) 
当 》% 从 0 变 到 co,4 从 0 变 到 ce 时 , 式 (4 一 154) 代表 两 族 互 相 正 交 
的 抛物 线 , 它 们 的 焦点 都 在 原点 上 。 
抛物线 柱 坐标 系 的 单位 矢量 主导 如 图 4 一 8 所 示 ，i, 垂 直 于 


纸 面 并 指向 离开 读者 的 方向 。 
五 ” 锥 面 坐 标 系 
设 变量 
， 一 7 WW 二 久 ， Wu = (4—155) 
是 锥 面 坐标 系 , 其 定义 为 
r= 和 MT 十 六 十 2 (0 志 7? 志 00) 


人 


8 | 二- : 
++ 和 =0 (0 委 2 委 0) 


《4 一 156) 


7 十 赤 十 7 一 六 十 和 一 0 (0 入 4 入 2 ) 


a 二 6 二 1 
7 等 于 常数 的 表面 是 球面 ,% 等 于 常数 和 4 等 于 常数 的 表面 都 
是 椭圆 锥 面 。 由 式 (4 一 156) 得 


z = (a’ — A) (Ca) 


y= V0 TC — 4) (4—157) 
z= TE, 4: 十 zz 一 1 
因此 
加 LT 2+uA | 
h 一 1， 二 了 AM NNT 
(4 一 158) 
EE 
”2Vz(Ca 二 4p) (6: — 1) 
gsr gr "A a a 
3 二 dr 十 4 [rer rT + et ey] 


(4—159) 
122 / 


4 _. 
FA 十 4) 


xX {Vi 一 入 ) (5 十 轨 议 区 Xe 一 和 4)(5 十 2 


yp = 42 ( 2 | 
VY¥= rT: or ”37 十 


十 emmal pla Fu (Bh |) 


《4 一 160) 
通过 变换 
1 一 二， 到 一 六 (4 一 161) 
我 们 可 以 得 到 另 一 种 锥 面 坐 标 系 z 
Wu 一 了 wu 二 £， Ww 二 (4—162) 
这 时 
及 二 1]， 天 一 > | 7 
2 FE? :) 
(a —£)(b+é (4—163) 
.| < 十 7 
一 7 (a’ 二 7) (Cb:— 7 ) 
wl193/97Y, 1 
Vy= 广 六 (? Br 十 二 CE 7 
x {VT 
ACH DIR DA AACE ICR 5 |} 
(4—164) 
六 ” 椭 球 坐标 系 
在 直角 坐标 系 里 , 椭 球 面 的 方程 为 
三 十 妇 十 所 二 1 (4—165) 


式 中 a,b,c 为 椭 球 体 的 半 轴 长 。 与 式 (4 一 165) 其 焦 的 二 次 曲面 方 
2 十 天 7 十 二 一 1 (4 一 166) 
假设 4 二 二。( 轴 长 间 有 相等 的 情况 放 在 下 面 的 旋转 椭 球 坐标 里 
讨论 ) 。 
现在 我 们 来 讨论 当 9 值 从 大 变 小 时 式 (4 一 166) 代表 的 二 次 曲 
面 性 质 。 | 
34DeSDb De 时 , 式 (4 一 166) 变 成 


加 十 荔 -二 乞 = 167) 


它 代表 中 心 在 原点 、 半径 为 万 的 圆 球面 方程 。 
当 86 一 0 时 , 式 (4 一 166) 变 成 式 (4 一 165) 的 椭 球 面 。 
当 6> 一 co 时 , 式 (4 一 166) 代 表 梢 球面 。 
当 6 一 一 oocz 一 0 时 , 式 (4 一 166) 变 成 
+ 1 (4—168) 
它 代表 位 于 za 平面 上 的 一 个 椭圆 。 
当 一 < 之 9 之 一 0c? 时 , 式 (4 一 166) 变 成 单 叶 双 曲面 。 
当 4= 二 一 ,yy 二 0 时， 式 (4 一 166) 变 成 
1 (4—169) 
它 代表 在 zz 平面 上 的 双 曲 线 。 
当 一 正二 0 二 天 时 , 式 (4 一 166) 代 表 双 叶 双 曲面 。 
当 0 一 g 时 , 式 (4 一 166) 出 现 了 虚数 ,不 存在 二 次 和 曲面。 
综 上 所 述 , 当 9 值 不 同时 , 式 (4 一 166) 代表 不 同 的 曲面 ( 线 》 


族 。 为 了 进一步 讨论 2 值 , 令 
p(0) = (a tO0) (+ (c+ 0) (4—170) 
用 pg (2) 乘 式 (4 一 166) 得 


| 
dlc cr tcer lt 


于 是 
1 7 3 2 
fo) = p60) |1 ere ke cer 午 历 | 
二 (a! 十 9)(b' 十 9)(e' 十 89) 一 xz:(b’ 十 9) Ce 十 09) 
—y (e+ 0) (Ce 十 9 —z (a: 十 0)( 咕 十 9) 一 0 
(4—171) 
由 此 可 见 ,f (6) 是 9 的 三 次 多 项 式 ， 有 三 个 根 ec。 即 
1(0) 一 《0 一 <E)(0 一 9)C0 一 CE) (4—172) 


当 9 依 次 取 为 一 20, 一 @’, 一 了, 一 0c?, 十 oo 时, f (9) 依次 为 
—o0, — 7r(a—b)(a’— co), ya’ — 6°)(6 — ee’), — 7x:(a: 一 0) Cb’ 
一 0), 十 吕 。 因 此 , f (6) 的 三 个 根 分 别 分 布 在 区 域 (一 后, 一 
8) 1 一 忆 ,一 0?) 和 (一 0 十 oo0) 中 间 , 它 们 是 互 不 相等 的 实 根 , 将 
其 按 大 小 依次 选择 为 >? 盖 6， 即 

了 2 和 


E>—0>7>—F>E>—e 7 (4173) 
令 式 (4 一 166) 中 的 8 分 别 等 于 6,57,6, 则 


7 + 了- _ 2- 。 
_r _y 2 2 _ .2 
rt taTr™!l (~°>1> 08X4175) 
-7 二 -9 -2 一 2 2 


式 (4 一 174) ~《4 一 176) 分 别 代表 椭 球 面 \ 单 叶 双 曲面 和 双 叶 双 曲 
面 。 这 三 个 曲面 在 空间 的 交点 决定 一 组 值 : x*,y*,z*, 它们 相应 于 
在 空间 的 八 个 点 。 与 此 相反 , 经 过 空间 任 一 点 P(z,y,z), 对 应 着 
三 个 值 (6,n,6) 有 三 个 曲面 : 式 (4 一 174)、(4 一 175)、(4 一 176)。 
变量 : 
We, 一 II 和 一 和 (4 一 177) 
称 为 椭 球 坐标 系 。 联 立 求解 式 (4 一 174) ~(4 一 176) 得 


Gt 
:一 土 | (2 一 a2)(c 一 02) 


- 2 2 
,+ 8 
(6 十 0)(m 十 0)(5 十 c "| 
“ 十 | (a 一 CE 一 C) 
将 式 (4 一 178) 代入 式 (4 一 56) 得 gi 二 0(i 关 站, 这 表明 空间 
任 一 点 的 三 个 曲面 [ 式 (4 一 174)~(4 一 176)] 是 互相 正 交 的 。 
这 时 


一 | (€ — 7) (¢ — 6) 二 


(十 9)( 十) 十) 


1 

2 

1 (1 一 c)( — &) 

er Te 41) 
了 


.= | (6 — 5G) 二 
(6 十 a’) | 
2 ~ (£ 一 7)(E 一 6) 2 — 6£) (CO— ce) 4 
‘5 pe os + pn) 7 
十 候 一 (一人 -A Ds (4—180) 
式 中 9 (9) 的 定义 是 式 (4 一 173), 0 二 60,6 。 
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4 
CME 
x {0 一 人 OVD 六 [V955 误 | 


+ (é— 0- 5 部 [~ 一 072 | 


十 (6 一 DVF(ED 充 [awl)} (4—181) 


七 ”旋转 长 椭 球 坐标 系 
知 果 在 式 (4169) 中 到 b=c "得 


二 一 二 1 (4—182) 


oa’ 万 二 FT 
式 中 

r= 二 
式 (4 一 182) 中 的 9 取 不 同 值 时 代表 不 同 的 曲面 ， 


当 一 六 < 一 co 时 , 令 


m0 = (a — bE ~ ole (4—183) 
式 中 
oo—bh=e! 
因此 
六 十 9 一 c( 一 1 (4 一 184) 
将 式 (4 一 183) (4 一 184) 代 入 式 (4 一 182) 得 
A + a = (4—185) 


从 式 (4 一 184) 看 出 ,>1 la) 人 z 
当 一 gt 之 0 之 一 BY 时, 令 / 
a +0= (a:— 8)y = oy (4—186) 


式 中 
c= 二 a—b’ 
因此 z 
: bP 二 6=—ci(l—”) (4 一 187) 
将 趟 (4 _186)， (4 一 187) 代 入 式 (4 一 182) 得 : 
EE 1 (4—188) 


ci A 
从 式 (4 一 187) 看 出 ， 一 1 过 ww 二 1 ,方程 (4 一 188) 代表 与 式 (4 一 


185) 共 焦 的 双 曲 线 方程 。 当 上 取 不 同 值 时 ,方程 (4 一 185) 代表 一 
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族 以 > 灿 为 旋转 轴 的 旋转 长 村 球面 ， 而 方程 (4 一 188) 代表 一 族 以 
z 轴 为 施 转 轴 的 双 叶 双 上 曲面 。 

前 已 指出 , 椭 球 柱 坐 标 系 是 一 个 共 焦 椭圆 系统 沿 z 轴 平 移 而 
产生 。 旋 转 椭 球 坐标 系 则 是 椭圆 绕 一 对 称 轴 旋 转 得 到 。 若 旋转 轴 
是 椭圆 的 长 轴 , 则 称 为 旋转 长 椭 球 坐标 系 ,它们 的 正 交 面 是 一 族 双 
” 叶 双 曲面 ,如 将 图 4 一 7 绕 z 轴 旋 转 即 可 构成 一 个 旋转 长 椭 球 坐标 
系 。 现 在 假设 9 表示 在 如 平面 上 从 y 轴 算 起 的 角度 , 则 


y = rcosp, 2z 一 7Singp 《4 一 189 ) 
由 式 (4 一 185)、 (4 一 188) 和 式 (4 一 189) 定 义 的 变量 
wu 一 wu =), 2 一 《4 一 190) 
称 为 旋转 长 椭 球 坐标 系 。 由 这 些 关系 式 可 以 导出 
rt 一 C6 
一 ovVTE I ycosw (4—191) 
z 一 cv 二 1 二 ysing 
56»,7,9 的 变化 范围 是 : 
“之 1， 一 1 委 1? 委 1， 0 委 2 委 27 
在 这 种 情况 下 
“一 入 加 __ Se 一 人 
oaV 二 三 和， kh, oy 1 一 7 
hs = cv SDA (4—192) 
ls 一 | 入 二 Ya 二 全 二 7 Fa + MCE II ag’ z 
(4—193) 
2 2 9 一 一 人 一 一 
v 了 一 CCCE 一 5《 芭 | — 5 Ta a " 5 
1 .ow 
+ (gi+i ee)} (4—194) 
和 二， 太一 他 (4 一 195) 
我 们 可 以 得 到 另 一 -种 施 转 长 椭 球 坐标 系 ， 
w=A, w=u, 让 一 9 (4 一 196 ) 
这 时 | 


2 Cr A—&. 2 A—& 
‘4 [roms TI 
十 4C4 一 1)(1 一 ap"| (4—197) 


vr 
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wy 4 {9 [Nia 
vr arn [2 1) | 
十 入 A zr 


1l a 
+3 于 (十 三 二 多 (4 一 198) 
二 一 Ch2， 7 一 《COS2 
则 还 可 以 得 一 种 施 转 长 椭 球 坐标 系 : 
WU 二 uu WV, UW 二 9 (4—199) 


这 时 
h, 一 六 =— ca chiw — cos’v, 1 ~ shusinyv (4—200) 
， a ) : 
v= c: TCF — COS’») i 充 (shu . 


2 (sinsay) 
十 sinvov sinv 3 


t+ (8 + gn oe 0 

八 ”旋转 扁 椭 球 坐 标 系 
如 将 图 4 一 7 绕 椭 圆 的 短 轴 旋 转 时 ， 旋转 椭 球 是 扁 的 。 现在 我 
们 用 z 轴 代 蔡 图 4 一 7 上 的 y 轴 , 焦点 PP; 在 2 平面 上 描绘 出 一 


个 贺 。 设 ov 是 以 y 轴 为 始 线 的 角度 , 则 
y=rcosp, 2 一 7rSsinp， 7 二 2: 二 (4—202) 


这 时 相当 于 在 式 (4 一 166) 中 取 a 一, 即 


入 2 | 
rrotaro™! 《4 一 203) 

4 | 

:十 D 一 (〔@: 一 Ce: 一 caes 

a a C )E Cl (4 204) 

“OT es — 1) 
于 是 : 
zl (4—205) 


训 + C; 1 — 1) : 
当 一 之 9 过 oo 时， co 十 98 汪 0, 2 汪 1, 式 (4 一 205) 代表 李 
球面 方程 。 又 令 
a 0= (a — cc)y = cy (4—208) 

式 (4 一 203) 变 成 
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rr 1 
om cl) ( 


当 一 @?< 之 9 之 一 0 时, 从 式 (4 一 206) 看 出 , 之 1 , 式 (4 一 
207) 代 表 双 曲面 方程 。 变 量 : 


=eE, 和 一 II 人 一 9 (4 一 208) 
称 为 旋转 局 精 球 仅 标 系 。 变换 关系 为 

=e onsing 

y = cEncosg 《4 一 209) 


2 一 cv ( 皇 一 1)(1 一 他 ) 
5 等 于 常数 的 表面 是 旋转 扁 椭 球面 ,7 等 于 常数 的 表面 是 单 叶 双 曲 
面 。&,n ,9 的 变化 范围 是 


> 1<IS1l, 0 过 pg 返 2z 
这 时 
a 全 ,6 年 二 机， hs =oen (4—210) 
ds: 一 ci _ pe 和 dy 十 Emadg’ ) (4 一 211) 
2 _ 1 9 2 
Vr- (VI) 
-YI—79(, T= 工 _ 工 3 
7 ;7 7 ) 上 + (地 外 5 
(4—212) 
如 果 作 变换 ; 
。 Et: 二 入 十 1， 7 二] (4—213) 


则 可 以 消去 六: 中 的 根 式 。 这 时 
人知 二 jy /+ 
和 十 1]? 4 了 一刀 
= /TI (4—214) 
vy [+D 要 | 


3 [ ,9 
+ 总 | 一 2 名 | 


1 1 oy 
十 (Ts (4™218) 


如 果 作 变换 : 


了 29 


< 一 Cha， 17= Cosv 
这 证 一 216 
这 时 A= shu, | ‘4 ) 
则 又 可 以 得 到 另 一 种 旋转 局 枉 球 坐标 系 
9 (4—217) 


这 时 z 
hs=h,=s=co~vehiu— cosv, 一 ehucosy (4-—218) 
vp or es [La (chs ) 


(chia — cos:») | chudu 


十 1 9 (ecso5 ) 


cosv Ov dp 

t+ (wna -219) 

旋转 椭 球 坐标 系 在 实际 中 有 很 多 应 用 。 当 偏心 率 趋 于 1 时 ， 
旋转 长 椭 球 变 成 榜 形 , 而 旋转 扁 椭 球 则 变 成 加 盘 形 。 当 偏心 率 或 
焦距 趋 于 零 时 , 旋转 椭 球 体 变 成 圆 球 , 坐标 系 随 着 4 一 7, 7 一 cos9 
而 变 回 球面 坐标 系 。 

九 ”旋转 抛物 面 坐标 系 
”车 将 图 4 一 8 的 抛物 线 绕 它们 的 对 称 轴 旋 转 , 则 得 以 原点 共 焦 
的 旋转 抛物 面 坐标 系 。 现 在 我 们 用 = 轴 代 替 图 4 一 8 中 的 > 轴 , 如 
4 一 9 所 示 。 设 R 是 观察 点 P 到 原点 0 的 距离 ,r 是 抛物 面 与 通 
过 疡 点 的 = 平面 交 线 圆 的 半径 。 根 据 旋转 抛物 面 的 性 质 , R 十 z= 
a， 一 + 二 5 (a,b 都 是 常数 )。 令 

w=A=R 二 Tz, w=k=R—z, WwW=gp (4—220) 

组 成 旋转 抛物 面 坐标 系 , 则 4 二 8 代表 一 族 共 焦 的 旋转 抛物 面 , 4 
二 5 代表 一 族 与 4 等 于 常数 正 交 的 旋转 抛物 面 ,wp 等 于 常数 代表 
通过 = 轴 的 一 族 平面 。 显 然 


"R=7x 二 yy 二 > 

; } (4—221) 

"= . 

由 式 (4 一 220) 得 z 
A4= (R22)(R—2)=R z=7 二 y=7 
设 p 是 从 z 轴 算 起 的 角度 , 则 
“一 人 AHcOSm， 3 一 人 /人 HSing 

= 一 可 (4 一 由 (4 一 222) 
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这 时 


_1 ju ,_1 /atx 
hy Ni hoHy 
hs = VAL 
;A 二 [dA dp 2 
4 二 1 (全 十 只 ) udp 
“ww 4 |9/,9v 
vy 一 寺 ;| 总 (和 3 ) z 
af dv 1/1 :19 
+ 部 (x 名 + 才 ( 寺 + 十 
如 果 作 变换 
| 和 一 <， KA 二 7 
则 得 男 一 种 旋转 抛物 面 坐 标 系 
2 一 人， 2 一 9， w=gp 
这 时 


图 4 一 9 


六 一 一 人 “十 97， j 一 上 7I +: . 
1 一 (2 nw Cade tay) + endop’ 


VE = 


se 
< 十 六 


1 9 


< De 


| 


az 
96 


)+ 


工 9 
7 97 


(， 


9 
On 


) 


(4—223) 


(4—224) 


(4 一 225) 


《4 一 226) 
《4 一 227) 


(4—228) 
(4—229) 
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+ 人] (4—230) 
十 抛物 面 坐 标 系 
在 直角 坐标 系 里 ， 池 物 面 的 方程 为 
7 志和 5 十 志和 6 一 2z 十 6 (4—231) 
通过 P (zx, Y, 2) 点 有 三 个 曲面 ， 它们 对 应 于 三 人 9 值 . A, Hs», 它们 
满足 条 件 : 


令 


A pa (4—232) 


. p(0) 二 (qa’ 十 0)(b* 十 90) 
用 gp (6) 乘 式 (4 一 一 231) 得 
f(06) 二 (a 二 0)(5 十 9)(2z 十 0) 
— (5+)r (aio =0 
从 式 (4 一 233) 看 出 ,f (0) 是 9 的 三 次 多 项 式 , 有 三 个 根 和 ,4,», 即 
f(0) = (e+0) (b+0)(2z20) 
: — (B+H0)7x Oo (ao 
~ (0—A)(0 m4)(0— vv) (4—234) 
依次 令 6 二 一 a’, 一 ,0， 得 


(4—233) 


-和 


几 


Q 二 
,CB 十 4) CD 十 1) (8: 二») (4—235) 
y a 一 有 
2z 一 一 人 一 到 一 ?一 时 一 天 
变量 z 
wu 一 人 ， 2 二 下 a 一 《4 一 236 ) 


称 为 抛物 面 坐标 系 。4 取 一 定 值 的 抛物 面 , 它 的 9 截面 是 权 贺 , 称 

为 椭圆 抛物 面 , 主轴 为 : 轴 , 顶点 在 一 一 也 处 。z 取 一 定 值 的 

抛物 面 , 它 的 截面 是 双 曲 线 , 称 为 双 曲 抛物 面 , 其 形状 呈 马 葡 

形 , 故 又 名 马鞍 面 , 而 在 == 亏 4 处 的 截面 是 两 条 相交 的 直线 。， 

取 一 定 人 的 抛物 面 也 是 棋 加 扩 物 面 ， 主办 为 负 = 轴 取 向 ， 顶 点 在 。 
一 一 本 处 。 


sl /一 DO ,1 fs) 
‘TBV TG TF 72a) 
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1 /Go-HG- 加 
hk: 一 7 (a Tv) Tv) (4—237) 


4(Ca 十 42)C6: 二 和) 4(a Fn btu 


2 一 2)(2 一 4) 2 
tT Ia Fo od? (4 一 238) 


2 


zp 4 
v TA 


X {Cn —») Ca 十 4) (下 十 和 辫 [( 二 (6 十 罗 强 | 

(Av) NV (e+ pe +) 

x 六 [VT 

NAC 

x VT Ti} (4 239) 
如 果 作 变换 


一 a’ + b’ 
4 一 chu -nt 


有 一 COSV 一 


在 2 一 万: gb 
5 一 > ， (4 一 240) 


、 ?一 一 a hu 一 二 可 
则 得 另 一 种 抛物 面 坐标 系 
一 2 《4 一 241) 
这 时 


_ 2 _ 了 2 本 2 
r= (a 5 )chgcoss shs 


[a [fH 
一 Cn 


2 2 


2 一 — 4 订 6. [Ga ) 十 (eos ) 一 (ch 区 ) 十 拖 


y 一 《4a ”一 六 )sh- sin 


ds’: 一 ( 可 2 CC(chu— cosv) (chu 十 chw) aay 
十 (chu — cosv) (cosv + chw) av’ 
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十 《chzx 十 ch2w) (cosv 十 chw)adw’) (4—243) 


wo 4 YY 1 
VY= (= 一 二 | (chu 一 cosv) 《chu 十 chw) (cosv 十 chw) 


+ | (cos 十 chw)S 方 十 (cha 十 chw)S 


十 (cha a (4—244) 
十 一 ” 双 球 面 坐标 系 | 
设 P,P; 是 在 z 轴 上 的 两 个 固定 点 ,它们 的 坐标 是 (0，0,a)， 
(0, 0,—a).。 者 4 是 一 个 参数 , 则 
入 十 (人 一 4 和 一 入 一 全 (4—245) 
代表 中 心 在 z 轴 上 的 两 族 对 称 于 z 轴 的 加 方程 (图 4 一 10) 。P, 点 
相应 于 4 二 a,P, 点 相应 于 和 4 二 一 a 。 
与 式 (4 一 245) 的 两 族 贺 正 交 并 通过 P.P; 两 固定 点 、 中 心 位 于 
z 轴 上 的 贺 方 程 为 “ 
(zx— 4) 二 Tz = 二 pj 十 @? (4—246) 
式 中 4 是 另 一 个 参数 。“ | 
我 们 将 图 4 一 10 的 正 交 圆 绕 z 轴 旋 转 , 则 变量 
,oA Wp = (4 一 247) 
表示 双 球 坐标 系 , 它 们 与 直角 坐标 系 的 关系 为 
y=p, 7 一 pcosp， y= psing (4 一 248) 
PP 十 0 
: 《一 4 t+2 = 二 a 
4 的 变化 范围 是 (a, 吕 0) 和 (一 00, 一 a) ,4 的 变化 范围 是 (一 2 ,coe)， 
9 的 变化 范围 是 (0，2r) 。 
当 4 之 2 时 ,由 式 (4 一 一 249) 消 去 z 或 得 


(4—249) 


p=— SV 
yn 人 2 二 a’ — /A _. a’ 
(4—250) 
QM 十 a? 


A 和 一 人 
当 x 一 一。 时 ， 式 (4 一 250) 中 的 和 4 应 改 为 一 4,z 下 应 改 为 一 。 
二 一 一 2 一 ， hh = 一 二 
AN 一 0 大 十 人 
一 《4 一 251) 
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国 
nan. , 
Ne li 
< 区 
/ \ > \ 
\ / 
~ 
图 4 一 10 
如 果 作 变换 
一生， 一 一 -二 一 (4—252) 
ET VF 
5 的 变化 范围 是 (1 ,oo) ,的 变化 范围 是 (一 1, 1) 则 
w=6, w=7, WwW=9 (4—253) 
是 另 一 种 双 球 面 坐 标 系 。 把 式 (4 一 252) 代 入 式 (4 一 250) 得 
p= Yt (4—254) 
对 于 4 二 0,MVME 一 1 取 负 值 。 . 
hh 二 一 一 一 一 一 一 ， 有 二 -一 一 一 一 于 
(E— nV EO—1 (E—N V1 
已 一 全 全 二 全 (4 一 255) 
EMT 9 VEITow 
VA | 。 | 二 7 55 ) 
9 (1— wav 1 Fy 
+ (2 i/ 57 )+ (1 —7)(6— El " 


(4 一 256) 


今 


* E 一 Chyu， 六 一 COSY) 
还 可 以 得 到 另 一 种 双 球 面 坐标 系 
wisechu, w=v, w=9 (4—257) 


4 的 变化 范围 是 (一 ,0%%),v 的 变化 范围 是 (0,)。 它们 与 ,ww 的 
关系 为 


achay 


A 一 sh ， 4 一 actgz . 《42 
asinp ashu | 
“一 chy 一 coso， < chu — coss (4—259) 
ls 一 一 -一 (ddsinwvip’) (4—260) 


(chu 一 cosv)’ 


,chu— cosv)’ 2 1 2") 
v= a | cea cosv) 5 chu— cosv ou 


+ ch 一 eoso ( sinv 2 ) 1 ow 
Sin2 9v\chu— cosv 9v/ Sin yo9g” 


(4 一 261) 
十 二 ” 环 面 坐标 系 


如 果 把 双 球 面 坐标 系 中 的 和 > 互 换 , 则 得 环 面 坐标 系 
2 一 0， =u, =op (4 一 262) 
这 时 


y=p, 2 一 pcosp， y= psing 《4 一 263)》 
(PP 一 人 十 二 二 人 一 二 Pp 十 (Zz— 4) = 二 a’ 


(4—264) 
和 的 变化 范围 是 (a,o0),4 的 变化 范围 是 (一 co ,oo)。 
对 于 z > 0, 由 式 (4 一 264) 解 出 
p= avVe 二 ae 
人 /十 人 — LVN a 
(4—265) 
G/N 


A 十 时 一 AL 和 一 于 
对 于 zz<0, 应 把 式 (4 一 265) 中 的 MY 一 w 改 为 
一 ^ 人 /入 一 及 。 


二 一 一 一 一 ， ,二 4—266 
Aa p+ a ( 7 


如 果 作 变换 
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和 一 -2 一 24 (4--267) 
VETI” “ Vi 


则 得 另 一 种 环 面 坐 标 系 <, 29。< 的 范围 是 (1, ceo)， 7 的 变化 范围 
是 (一 1，1)。 代 入 式 (4 一 265) 得 


= z= (4—268) 


对 于 = << 0, 式 (4 一 268) 中 的 4 和 MT 不 应 分 别 用 一 9 
和 一 /一方 代替 。 然 而 ,由 于 7 的 变化 范围 有 负 值 ,所 以 当 = < 
0 时 ,只 要 把 V1 一 7 改 为 一 V1 一 7 即 可 。 


六 一 


所 二 
(E£—7)vV EC—1 (E 一 9)AA LTL 一 衬 


/一 A (4—269) 
2 = 个 2 六 SC—19r 
v= 人 区 (全 三 ; 2 ) 
全 一 7 /1 一 入 BE 
十 A Eo 35 
1 a 
如 果 作 变换 
£=Chu, 7 一 cosz) (4—271) 


还 可 以 得 到 男 一 种 环 面 坐标 系 4,»z,p。4 的 变化 范围 是 (0, oo0),w 
的 变化 范围 是 (一 x,7) 或 (0， 2z) ,它们 与 和 AL 的 关系 为 


__achxw 
入 二 sh， 人 一 actgv 
(4 一 272) 
ashu asinyw 
”chy 二 cogz， “chu — cosv 
这 时 
a usha 
hi ho hh cou, 《4 一 -273) 


yy = (chyu 一 cosv)’ bs 一 eose a ( shu 52 ] 
a sh du \chau 一 COS2 9u 
1 oa 1 ov 
tT Cehu Cosv)3 (op — cosv dy ) 十 | 
(4—274) 


| 
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第 五 章 ” 张 量 分 析 


自然 界 的 运动 法 则 以 及 新 出 现 的 几何 或 物理 量 是 与 坐标 系 无 
关 的 。 但 在 处 理 具体 问题 时 ,总 得 引进 一 个 较为 方便 的 坐标 系 。 
这 样 一 来 , 由 于 被 研究 的 对 象 要 加 上 一 个 偶然 选择 的 坐标 系 。 因 
而 所 得 到 的 解析 资料 不 仅 反 上 映 出 那些 我 们 想 要 知道 的 东西 , 而 且 
也 反映 出 那些 我 们 不 想 要 的 东西 ， 这 在 理论 研究 中 有 时 会 引起 不 
必要 的 复杂 化 。 

张 量 方法 就 是 既 采 用 坐标 系 而 又 摆 陪 具体 坐标 系 影 响 的 不 变 
性 方法 。 它 使 研究 对 象 确 实 重 要 的 部 分 与 由 坐标 的 选择 而 偶然 导 
来 的 部 分 相 分 开 。 从 而 使 物理 概念 更 为 明确 。 

在 这 章 里 , 我 们 主要 讨论 张 量 的 代数 运算 和 绝对 微分 法 。 这 
些 都 是 张 量 计算 的 普遍 理论 基础 。 也 是 在 研究 微分 几何 、 相 对 论 
的 必要 工具 。 


3 5.1 仿 射 坐标 系 与 坐标 系 的 变换 


在 x 维 仿 射 空间 中 , 设 有 任意 一 点 0 及 任意 1% 个 线性 独立 矢 
量 ee:，…，en; 它们 人 金 体 便 构 成 一 个 仿 射 坐标 系 
筑 (0,e，…e.) 。 点 0 为 坐标 系 的 原点 , e,,… ,e, 为 坐标 系 的 基 矢 
量 。 于 是 , 仿 射 空间 中 任 一 矢量 *, 都 可 按 基 矢量 展开 。 我 们 有 
X= Xe 二 Ye 二 we, (5—1) 
式 中 的 系数 xz,z?,…,z" 思 做 矢量 x 对 已 知 坐 标 系 的 仿 射 坐标 。 
必须 指出 , 展开 式 (5 一 1) 是 唯一 的 。 因 为 , 如 果 x 有 另 一 展 
式 : ( 
Z 一 Tie, 十 入 e) 十 十 和 ee， 
那么 
(和 一 嫉 )e 十 (2 一 字 )e 十 十 (z 一 ze)e 一 0 
但 e,,e;,…,e. 是 线性 独立 的 ,所 以 
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z= (t==1]， 2, ,nN) 
反之 , 由 式 (5 一 1) 知 ; 矢量 x 由 它 的 坐标 唯一 决定 。 所 以 ,对 
. 于 一 个 已 给 定 的 仿 射 坐标 系 , 矢量 x 及 其 坐标 间 的 对 应 是 一 对 一 
的 。 
设 M 是 仿 射 空间 的 任 一 点 。 则 与 这 个 点 一 一 对 应 的 有 一 个 
矢量 OM。 它 叫 已 知 点 的 矢 径 , 并 记 作 r。 它 在 给 定 的 仿 射 坐标 


系 中 具有 确定 的 坐标 zx',z’,…,z*。 于 是 它 的 展开 式 为 
r=OM 一 zie 十 zze, 十 … 十 zre。 
我 们 把 ,x,…… ,x 器 做 点 M 关于 这 个 坐标 系 的 仿 射 坐标 。 显然 ， 
点 与 它 的 坐标 也 是 一 一 对 应 的 。 
设 e,,e,,…,e, 是 另 一 个 新 仿 射 坐标 系 的 基 矢 量 。 由 式 (5 一 
1), 每 一 个 这 样 的 基 矢 量 部 可 按 旧 坐标 系 的 基 矢 量 。,e,，… …,e, 展 
开 , 于 是 有 
el = Qe 十 a @, 十 i 十 CT en 
ex 一 02e: 十 aes 十 … 十 aye。 
《5 一 2) 
2e。 一 0oel Qe 二 十 ar es 
或 把 这 些 公式 写成 普遍 式 。 则 有 
er 一 ae 十 ae 十 … 十 o 史 ev 《5 一 3) 
这 里 的 ”是 从 1 变 到 *。 
式 (5 一 3) 也 可 写成 


-Dae e; (5 一 -4) 
今后 ， 还 可 省 去 求 和 符号 ,简写 成 
ei 一 aiei 《5- 一 5) 


亦 即 ,如 果 每 个 指标 在 乘积 中 出 现 一 次 ,就 表示 它 取 一 切 可 能 的 什 
(1，2,…,n); 如 果 每 个 指标 在 乘积 中 作为 上 和 下 标 各 出 现 一 次 ， 
就 表示 取 一 切 可 能 的 值 (1, 2,…,n) ,然后 再 把 各 项 相 加 , 求 总 和 。 
这 种 规定 有 时 称 为 爱 因 斯 坦 (Einstein) 约 定 。 

由 于 新 坐标 系 的 基 和 矢量。 是 线性 独立 的 , 故 相应 于 变换 式 (5 
一 2) 的 矩阵 
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Cl C2 s**t 
CO2 ee02 | 


Qn Ohio CR 
是 非 奇 异 的 。 设 式 (5 一 6) 的 道 阵 为 

OQ! OY oa 

a a’ “a0” 


(af ) 一 《5 一 7) 


Os a’ 要 本 昌 


于 是 , 用 新 坐标 系 的 基 矢 量 e; 米 寂 款 旧 坚 标 系 的 基 失 量 。 ; 时， 就 
有 类 似 于 式 (5 一 5) 的 简写 形式 


e;, 一 ofei 《5 一 8) 
由 于 和 气 阵 (5 一 6) 与 (5 一 7) 是 互 道 的 , 故 有 
ago 一 6 oo 一 6 (5 一 9) 
其 中 
全 (天 
01 一 
1 (i=)) 


称 为 克 罗 内 克 尔 (Kronecker) 符 号 。 
设 矢 量 x 在 旧 坐 标 系 下 的 表达 式 为 (5 一 1)， 在 新 坐标 系 下 的 
表达 式 为 
xX 一 Ze 《5 一 10) 
其 中 zx' 是 矢量 x 在 新 坐标 系 中 的 坐标 。 为 了 求 出 x 的 新 坐标 与 
上 归 坐 标的 变换 关系 ,把 式 (5 一 8) 中 的 e: 代 入 式 (5 一 1)。 则 有 
xX 一 Xiei 一 Yiofei (5—11) 
比较 式 (5 一 10) 及 (5 一 11), 由 于 x 关于 坐标 系 的 基 矢 量 的 展 
开 式 是 唯一 的 , 故 er 的 系数 应 相等 。 我 们 有 : 
ZX 一 of (5- 一 12) 


间 理 ,借助 于 逆 变 换 ， 晶 仅 标 可 用 新 坐标 表示 为 
Xi air 《5 一 13) 


比较 公式 (5 一 5) 及 (5 一 12)， 我 们 看 到 ， 变换 (5 一 12) 的 矩阵 正 
是 变换 (5 一 5) 的 矩阵 的 转 署 道 矩 阵 。 亦 即 , 当 旧 坐标 系 变 到 新 坐 
标 系 时 , 基 矢 量 的 变换 公式 及 不 变 矢 量 的 坐标 变换 公式 是 
@i 一 Qtei 《5 一 14) 
一 oo (5-—15) 
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它 是 张 量 计 算 的 基本 公式 。 
现在 再 来 考察 点 坐标 的 变换 。 车 仅仅 改变 基 矢 量 ， 而 原点 O 
保持 不 变 , 则 每 一 点 W 的 坐标 正如 它 的 矢 径 0 至 坐标 一 样 地 改 
变 , 即 按 公 式 (5 一 15) 而 改变 。 但 是 ,如果 使 原点 0 也 沿 着 一 个 矢 
量 a 移动 时 ,那么 一 切 点 M 的 天 径 由 此 增加 一 个 矢量 一 a, 于 是 一 
切 点 M 的 坐标 增加 一 个 数 a', 而 a’ 是 矢量 一 a 的 坐标 。 这 样 一 
来 ,一 个 不 动 点 的 坐标 x' 在 此 变换 下 的 公式 便 具 有 如 下 的 形式 
a 《5—16) 


§ 5.2 协 变 张 量 的 概念 
设 在 仿 射 空 间 中 每 一 个 矢量 x 对 应 于 一 个 数 w: 


2 = plx) 《5 一 17) 
而 对 仿 射 空间 中 任意 两 个 矢量 x ,x, 有 
px 二 x) = px) + px) {5—18) 
且 对 任意 一 个 数 2 有 
PAx) = Ap x) (5—19) 


”这 样 的 p(x) 叫做 矢量 x 的 线性 函数 。 
” 设 x 在 归 仿 射 坐标 系 中 的 展开 为 
由 性 质 (5 一 18) 及 (5 一 19) 得 到 
PX) = (rEi) = rip le,) 
为 了 方便 ,我 们 记 
i = P(e;) (5—20) 
于 是 得 到 
PX) = qr (5 一 21) 
上 趟 表明 ， 天 量 的 线性 函数 mw (x) 可 以 用 矢量 的 坐标 表示 为 线性 
的 形式 。 
在 另 一 新 的 坐标 系 中 ， 滑 数 关系 式 (5 一 21) 有 如 下 形式 
PX) = Pur’ (5—22) 
其 由 
Pi 一 pher) (5—23) 
利用 式 (5 一 一 5) 及 性 质 (5 一 18)、 《5 一 19) 可 把 式 (5 一 23) 改 写 为 
pr=plate) 一 abp(ei) 
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再 由 式 (5 一 20) 我 们 得 到 | 

Di 一 olig 《5 一 24) 

比较 式 (5 一 5) 与 (5 一 24) 可 知 , 系数 w 的 变换 规律 与 坐标 系 
的 基 和 撩 量 e; 的 变换 规律 完全 一 致 。 

下 面 我 们 给 出 一 阶 协 变 张 量 的 概念 : 

设 在 每 一 坐标 系 中 ,给 定 用 一 个 指标 ( 取 值 1，2,…,?) 而 编号 
的 z 个 数 Ti ,并 且 在 坐标 变换 时 这 些 数 的 变换 规律 是 

Tu = aaT， . (5 一 25) 
则 称 所 给 的 是 一 个 一 阶 协 变 张 量 。 
“TT; 叫 做 张 量 在 对 应 坐标 系 中 的 坐标 。 

“ 协 变 "是 指 ,的 变换 规律 与 基 矢 量 。: 的 变换 规律 是 一 致 的。 
因此 矢量 线性 函数 的 系数 六 就 是 一 个 一 阶 协 变 张 量 的 例子 。 反 
之 , 不 难 证 实 ; 任 一 个 一 阶 协 变 张 量 Ti 总 可 以 按 p(x) = Tizi' 来 定 
X 9 (x).。 

又 如 ,在 任 一 仿 射 坐标 系 中 ,不 过 原点 的 超 平面 方程 为 

ai 一 1 《5 一 26) 
在 原点 男 定 的 各 种 仿 射 坐标 系 中 , 当 坐 标 系 改变 时 , 任 一 点 M 的 
天 径 OM 不 改变 。 因 而 点 的 坐标 六 正如 不 变 矢 量 的 坐标 一 样 ， 
按 式 (5 一 13) 而 改变 , 即 


将 它 代 入 式 (5 一 26) 得 
aiair' =— 1 
于 是 我 们 得 到 上 述 超 平面 在 新 坐标 系 中 的 方程 
| 
其 中 
di = Qtai 


它 与 变换 规律 (5 一 25) 相同 。 因 而 超 平面 方程 的 系数 a; ,在 原点 
固定 的 一 切 仿 射 坐 标 系 中 ,是 一 个 一 阶 协 变 张 量 。 
现 考察 两 个 矢量 的 双 线 性 标量 函数 : 


p 一 op(xy，y) (5 一 27) 
即 每 一 对 有 序 矢 量 x, y 与 一 个 数 相对 应 , 且 p(x, y) 关于 每 一 个 


自 变 量 是 线性 的 。 因 此 ,由 定义 知 p (xy,y) 不 依赖 于 坐标 的 选择 。 
现 设 x 二 rei, yy 一 gjej。 由 (x,y》) 的 性 质 得 
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px, y) 一 VCTei yiej) = zei, ej) (5—28) 
为 了 方便 , 记 
Pi phe ej;) 《5 一 29 ) 
最 后 有 
p(x, Yy) = pir iy 《5 一 30) 
这 样 一 来 , gi 必 依 赖 于 坐标 系 的 选择 。 敬 在 新 坐标 系 中 记 
pij' = Per, er) 
由 式 (5 一 5) ,我 们 有 
Pij' = PQrei, Gej) ~ hagle:, ej) 
从 而 得 到 系数 w, 的 变换 规律 
Diy 一 hah (5—31) 
现在 我 们 给 出 二 阶 协 变 张 量 的 定义 : 
设 在 每 一 坐标 系 中 » 给 出 两 个 指标 编号 的 人 个 数 Yi, (>) 分 
别 取 1，2,…,4 值 )。 且 在 坐标 变换 下 它们 是 按 规律 
Ti = Choi (5—32) 
改变 的 , 则 称 所 给 出 的 是 一 个 二 阶 协 变 张 量 。 
Tv 叫做 这 个 张 量 在 对 应 坐标 系 中 的 坐标 。 而 双 线 性 形式 (5 
一 30) 中 的 系数 wo 便 是 一 个 二 阶 协 变 张 量 的 例子 。 反 之 , 任意 一 
个 二 阶 协 变 张 量 , 它 的 坐标 Tj 总 可 看 作 某 一 个 双 线 性 函数 的 系数 
Pij o 
现 给 出 协 变 张 量 的 一 般 定 义 : 
设 在 每 一 坐标 系 中 ,给 出 个 指标 编号 的 个 数 Ts ,并 且 
在 坐标 变换 下 它们 是 按 下 列 规 律 
Tai = Oitay ee ot Ti is, (5—33) 
改变 , 则 称 所 给 的 是 一 * 阶 协 变 张 量 ， 
52 人 是 大 个 不 同 的 指标 ,它们 各 自 独 立地 取 遍 1，2,…， 
和 全。 
ax 叫做 张 量 在 对 应 坐标 系 中 的 坐标 。 完 全 类 似 于 双 线 性 
画 才 , 允 福 用 自 变 估量 xx 的 多 线性 标量 函数 gp (x,…,xi) 
可 以 写作 
PKi, Kzy Xi) 一 0 
其 中 心 是 xj; 的 坐标 。 9iiois 由 下 式 决 定 
OP 一 Je C1s ***, C1) 
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并 按 式 (5 一 33) 变 换 。 它 构成 一 个 大 阶 协 变 张 量 。 


$ 5.3 张 量 的 一 般 概 念 
在 $5.1 中 曾 指出 : 对 国定 的 矢量 x, 它 的 坐标 是 按 规律 式 (5 
一 12) 而 改变 的 , 即 
zor (5—34) 
在 一 般 的 情况 下 , 设 在 每 一 坐标 系 中 ,给 出 以 一 个 指标 编号 的 
n 个 数 工 ,T:,-…,T" ,并 且 在 坐标 变换 时 ,它们 是 按 下 列 规 律 
T 一 oftT (5 一 35) 
改变 的 , 则 称 所 给 的 是 一 个 一 阶 着 变 张 量 。 
T' 叫 做 这 个 张 量 的 坐标 。 
道 变 张 量 的 坐标 T' 的 变换 , 是 借助 于 基 矢 量 e 变换 和 矩阵 (at) 
的 转 置 逆 矩阵 (cf) 实现 的 。 因 此 , 任 一 固定 矢量 x 的 坐标 x: 构成 
一 个 一 阶 递 变 张 量 。 而 且 反 之 亦 真 。 
显然 ,不 次 道 变 张 量 Tn" 的 定义 可 以 仿照 % 次 协 变 张 量 
Tsaiis 的 定义 一 样 给 出 。 不 同 的 是 下 列 变换 规律 
THe = ghgi2e gt Ti (5—36) 
代替 了 变换 规律 式 (5 一 33) 。 即 对 每 一 个 指标 重复 规律 式 (5 一 
35) 。 
在 给 出 张 量 的 一 般 定义 之 前 ,让 我 们 看 一 个 非常 重要 的 例子 。 
设 有 一 规律 A[, 使 空间 内 每 一 个 矢量 x 对 应 于 一 个 定 矢量 


了 
y= Ax (5—37) 
并 且 y 是 * 的 线性 函数 , 亦 即 对 任意 的 xi,x;,x, 和 能 满足 条 件 : 
AU Cx, 十 X2) 一 Xx 十 Ax, 《5- 一 38) 
WAxX) 一 250x 《5 一 39) 


则 称 这 一 规律 为 仿 射 量 虹 。 - 
现 考察 了 【 的 坐标 变换 规律 。 设 矢量 Le; 按 基 矢 量 的 展开 为 
, Ae, = aie, (5 一 40) 
注意 到 x = zx'e;, 并 利用 仿 射 量 3L 的 线性 特性 ,我 们 有 
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yy 一 2Ix 一 gf(ziei) = zr'Aei = riale) 


y 一 2 e; 
比较 上 面 两 个 展开 式 ,我 们 得 到 
， 扩 一 02 (5-—41) 


于 是 , 矢量 函数 > 的 坐标 , 可 用 自 变 矢量 x 的 坐标 及 系数 中 
线性 表示 。 我 们 把 这 些 系数 af 叫做 仿 射 量 虹 的 坐标 。 在 新 坐标 
系 中 有 z 

A es 一 age) (5 一 42)》 
利用 公式 
ei 一 Qe eji 一 djej 
和 公式 (5 一 40)， 我 们 有 
We — Harei) ~ a Xe, = avaie, 

上 式 与 式 (5 一 42) 比较 ， 使 新 坐标 系 相同 基 矢量 的 对 应 系数 相 

等 。 得 
at = otiaia! 《5 一 43) 

这 就 是 仿 射 量 坐标 的 变换 规律 。 它 告诉 我 们 , 下 指标 是 按 公 
式 (5 一 25) 参 与 变换 的 , 亦 即 和 协 变 的 情形 一 样 ; 而 上 指标 是 按 公 
式 (5 一 35) 参与 变换 的 , 亦 即 和 道 变 的 情况 一 样 。 因 此 ,在 每 一 坐 
标 系 中 ,所 给 的 伤 出 量 的 坐标 的 全 全 ,叫做 一 阶 协 变 一 阶 逆 变 
的 张 量 。 

再 看 一 个 重要 特例 ，; 当 仿 射 量 表示 恒 等 变 换 时 ， 有 妈 

y= WMx=x 
时 ,因而 y= 二 x’。 把 它 与 式 (5 一 41) 比较 , 则 在 任 一 尼 标 系 中 有 
一 2 人 (天 7 
(2 = 7) 

于 是 这 个 一 阶 道 变 一 阶 协 变 张 量 , 在 任 一 坐标 系 中 具有 同样 
的 一 些 坐 标量 。 到 本 人生 人 号 量 。 实际 上 ， 从 公式 (5 一 
43) 的 右边 有 

本 ii 


这 说 明 5 确实 满足 变换 规律 式 (5 一 43) 并 保持 不 变 的 。- 
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最 后 ,我们 给 出 张 量 的 一 般 定义 如 下 : 
设 在 每 一 坐标 系 中 , 给 出 以 + 个 下 指标 及 ! 个 上 指标 而 编号 
的 wf 个 数 Ti “并 且 在 坐标 系 变换 下 ， 它们 是 按 下 列 规律 而 改 
变 的 
TH — pig ofl, , Ti 村 (5— 44) 

则 称 所 给 的 是 一 个 大 次 协 变 ! 次 道 变 的 上 十 阶 混合 张 量 。 

这 里 的 下 指标 因 所 记 的 位 置 有 第 1, 第 2,…, 第 位 的 不 同 而 
彼此 相 区 别 ; 同样 各 个 上 指标 亦 因 位 置 的 不 同 而 相 区 别 。 所 有 这 
些 指标 都 可 独立 地 取 遍 1，2,… ,x 诸 值 。 我 们 把 数 TH 叫做 这 
个 张 量 在 对 应 坐标 系 中 的 坐标 。 指 标的 总 数 上 十 叫做 张 量 的 阶 
数 。 
， 业 及 ! 可 以 独立 地 给 以 任意 的 值 0，1，2,，…。 若 (一 上 一 0， 
这 就 是 零 阶 张 量 , 它 只 有 w= 二 1 个 分 量 T。 这 就 是 过 去 我 们 所 熟 
悉 的 标量 。 它 是 个 不 变量 , 即 在 任何 坐标 系 中 ,T 具有 相同 的 一 
数值 。 


震 张 量 满足 等 式 
Ti = Th T* 一 TT (5—45) 
则 分 别称 为 二 阶 对 称 协 变 张 量 、 二 阶 对 称 逆 变 张 量 。 
知 张 量 满足 等 式 
Tax = CO— Th T*—=— Tt 


则 分 别称 为 二 阶 反对 称 协 变 张 量 、 一 阶 反对 称道 变 张 量 。 
对 称 及 反对 称 的 性 质 是 张 量 的 一 个 固有 特性 。 这 一 特性 在 从 
标 系 变换 下 是 不 变 的 。 事 实 上 , 设 。= 士 1 。 由 假设 我 们 有 
T =~ eT™ 
因为 z 
Tit — otot T+— ot ateT™ 
Ti — eT 
同 理 可 证 9 行 Ta 一 eTui， 则 有 To 一 2sTha o 
不 难 推 证 , 混合 张 量 下 没有 对 称 或 反对 称 这 一 固有 特性 。 
上 述 讨论 的 这 些 结果 , 不 难 推广 到 高 阶 张 量 对 属于 同 变性 的 
〈《 即 都 在 上 面 或 都 在 下 面 的 ) 两 个 指标 的 对 称 性 或 反对 称 性 。 也 能 
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推广 到 任意 阶 张 量 对 都 属于 同 变 竹 的 多 于 两 个 指 8 标的 对 称 性 及 反 
对 称 性 。 


$5.4 张 量 的 代数 运算 

一 ” 张 量 的 加 法 

设 给 出 两 个 具有 同 数 个 上 指标 和 同 数 个 下 指标 的 同类 张 量 。 
例如 IT, 与 S% 。 这 是 两 个 三 次 协 变 及 二 次 道 变 的 五 阶 混合 张 
量 。 在 每 一 坐标 系 中 , 把 第 一 个 张 量 的 每 一 个 分 量 加 上 第 二 个 张 
量 的 对 应 坐标 ,并 取 其 结果 作为 新 张 量 的 分 量 

Ry = TH + Sp 

叫做 Th, 与 SB, 之 和 。 | 

不 难 证 明 ,，R8. 服 从 张 量 的 变换 规律 。 事 实 上 ,在 坐标 系 变换 
时 , 设 


因为 


| ， | | =- 
Tymin 一 a: Qi Qa or Te 


| | 和 | 
Sy = Qi oI Ao onSy, 


故 有 
Rpg = al ay ogayor Ry, 

显然 ,多 于 两 个 的 同类 张 量 相 加 ,结果 得 到 的 仍然 是 个 完全 确 
定 的 同类 张 量 。 

例 ! 两 个 逆 变 矢量 之 和 就 是 两 个 一 阶 道 变 张 量 之 和 。 

设 a 和 在 基 e; 下 的 第 i 个 分 量 分 别 为 a 和 如, 则 

a 二 bc 
就 是 和 矢量 c = 二 a 十 b 在 基 e; 下 的 第 i 个 分 量 。 
”必须 指出 ; 张 量 的 加 法 运算 关于 坐标 变换 是 不 变 的 。 亦 即 ,在 

， 某 一 坐标 系 中 ,一 个 等 于 某 些 张 量 之 和 的 张 量 ， 在 其 它 任 一 坐标 系 
中 仍 等 于 这 些 张 量 之 和 。 

例 2 任何 -~ 个 二 阶 张 量 , 都 可 以 表示 为 一 个 二 阶 对 称 张 量 
与 一 个 二 阶 反 对 称 张 量 之 和 , 且 此 表示 是 唯一 的 。 

证 明 以 二 阶 协 变 张 量 为 例 , 设 
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”其 中 
B,; = B; Ci 一 —0C, 
则 
hij; 二 4; 二 《Bi 十 CO) 十 (B, i 二 Cj) = 2Bi 
所 以 
By 一 去 (4i 十 A;) rk 
即 B;; 和 Ci 由 45 唯 一 确定 。 
作 
一 三 (4 十 Aji) cu 一 本 (4 一 Aji) 
所 以 z 
. A;j; 一 Bi; + Ci 
而 且 
| Bi, = 于 (4 十 4;) 一 4; + 4;;) = Bj 
-4 4 一 -上 (4 4) 一 一 ec， 
Ci 人 2 (A,; Aj) 一 2 (A A;;) Ci 
证 毕 。 : 
二 张 量 的 乘法 


乘法 与 加 法 不 同 , 对 任何 类 型 的 张 量 都 可 以 进行 乘法 运算 。 
但 必须 指出 各 个 乘 数 的 次 序 , 因为 相 乘 的 结果 不 但 与 各 个 乘 数 有 
关 , 而 且 与 它们 的 次 序 也 有 关 。 

如 在 一 定 次 序 下 给 出 的 张 量 Ti 与 Si 的 乘积 是 这 样 定义 的 ， 

在 每 个 坐标 系 中 , 将 第 一 个 张 量 的 每 一 个 坐标 乘 上 第 二 个 张 
量 的 每 一 个 坐标 , 并 取 所 得 的 乘积 Ts; 作为 新 张 量 的 坐标 R%, 。 
同时 把 这 些 分 量 编排 如 下 :在 下 面 先 写 第 一 个 于 数 的 下 指标 ,然后 
写 第 二 个 乘 数 的 下 指标 ,并 保留 其 原来 的 次 序 ; 又 以 同样 的 方法 编 
排 上 指标 。 | z 
所 得 的 张 量 R%, 叫做 张 量 T; 与 $1 的 乘积 。 现 证 明 在 每 一 坐 
标 系 中 所 确定 的 数 和 
RY», = TS! (5—46) 
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是 一 个 张 量 的 分 量 。 为 此 , 先 写 出 各 乘 数 的 变换 规律 


Tr 一 otapo Th 
Si 二 oj arS; 
上 面 等 式 两 边 分 别 相 乘 ,并 注意 到 
| | Rm ~ = Ty 'g! 'S 
最 后 得 
R's, = oi oi gnaran Ry, (5—47) 


上 式 表 明 , 在 任 一 坐标 系 中 , 由 式 (5 一 46) 算出 的 R% 总 是 同 
一 个 张 量 的 分 量 。 即 乘法 运算 的 确 可 以 决定 一 个 新 的 张 量 。 
上 述 一 切 ,对 多 个 张 量 连 乘 也 是 适用 的 。 
必须 注意 : 张 量 乘法 是 不 符合 交换 律 的 。 事 实 上 ,如 
RY», = S5T;， 
与 由 式 (5 一 46) 所 确定 的 RG, 的 对 应 分 量 并 不 相等 。 
最 后 , 我 们 看 这 样 的 一 个 例子 ; T' 与 $S; 之 积 为 Ri 二 T'S,。 在 
8 5. 3 中 知道 , R; 总 可 以 看 作 一 个 仿 射 量 Xf : 
y= Xx y' = R'x’ 
于 是 六 = TSiz 。 在 8 5.2 中 知道 ，Syzi 总 可 以 看 作 矢量 x 的 一 个 
线性 标量 函数 p(x)。 所 以 
y= Ty(x) 
而 T' 总 可 看 作 一 个 固定 矢量 工 的 分 量 , 故 最 后 得 到 
y= Ax = To(x) 
于 是 ， 仿 射 量 作用 在 自 变 矢 量 x 时 ， 便 产生 定 矢量 了 与 线性 标量 


”函数 p(x) 的 乘积 。 


三 ” 张 量 的 缩 并 : 

在 张 量 代数 的 运算 中 , 除了 加 法 、 乘法 两 种 运算 外 , 还 有 叫做 
缩 并 的 一 种 独特 运算 。 

现 考 察 一 个 有 协 变 指标 及 逆 变 指标 的 张 量 。 例 如 T 凡 。 先 指 
定 任 一 个 上 指标 , 例如 第 二 个 ,及 任 一 下 指标 ,例如 第 一 个 ;再 从 张 
量 的 分 量 中 选 出 使 所 指定 的 两 个 指标 具有 相同 的 值 1，2,…,，,ni;- 然 
后 对 其 余 指 标 固 定 下 的 这 些 分 量 作 总 和 

TTT 二 十 T= TY (5—48) 
或 记 作 
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ContrT» 六 一 T 吉 二 Tr (5—49) 
Pp 


这 种 运算 叫做 张 量 的 缩 并 。 

可 证 在 每 一 坐标 系 中 , 由 式 (5 一 49) 所 决定 的 数 I 是 同一 个 
张 量 的 分 量 , 它 比 原来 的 张 量 减少 了 两 阶 ,( 道 变 和 协 变 各 减少 一 
阶 ) 。 事 实 上 , 原 张 量 的 变换 规律 是 


Tt = at oy atagag 工 从 
冷 尹 一 2 一 并 对 m!' 作 总 各 ,得 
TH =— oir ak ora To 
但 是 ,已 知 
ar .05 = 0 
于 是 


Tim = afardIT 
注意 到 多 的 性 质 ， 在 总 和 中 仅 保留 p= ; 各 项 。 而 = 二 1, 所 
以 因子 6 可 以 不 写 出 。 最 后 有 


Ey 
利用 记号 式 (5 一 49), 则 有 
一 aot adT 


上 式 说 明 Tr* 是 一 个 新 的 三 阶 混合 张 量 。 

加 法 运算 产生 的 是 同类 张 量 , 乘法 运算 一 般 产 生 比 乘 数 的 阶 
数 高 的 张 量 ,而 缩 并 运算 ,结果 产生 比 原 张 量 的 阶 数 减少 二 次 。 由 
所 那 末 , 重复 缩 并 适当 次 数 

结果 可 得 到 一 个 不 变量 。 

例 3 设 有 一 张 量 a;, 它 总 可 以 对 应 于 一 个 仿 射 量 尽 ， 利用 
缩 并 ,由 它 产生 一 个 不 变量 : 

4 一 外 一 人 十 o2 十 … "十 a 
它 叫 做 虹 的 痕迹 。 

在 张 量 运算 中 ,最 常 遇 到 的 运算 是 乘积 与 缩 并 同时 进行 。 例 

如 ,线性 标量 函数 p(x) 的 写法 z 
Px) = ir 

现在 可 着 作 由 张 量 w, 与 张 量 盖 相 乘 然 后 缩 并 而 得 到 。 同 理 , 双 线 

性 标量 函数 的 写法 


px, yy) 一 pir'y’ 


可 看 作 张 量 op;;、z?、y? 相生 然 后 对 指标 i、p 及 六 4 两 次 缩 并 的 结果 。 
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商定 则 

如 所 周知 ， 如 果 IT 与 S” 部 是 张 量 的 分 量 ， 由 此 , 经 过 相 乘 、 
缩 并 的 运算 后 而 得 到 的 

TS Ri l 

也 是 一 个 张 量 的 分 量 。 反 之 ,如果 S”" 与 R' 都 是 张 量 的 分 量 , 试问 
Ti 是 否 为 张 量 的 分 量 ? 关于 这 点 ,有 下 面 定理 

商定 则 ， 设 在 

TS = Ri 

中 ，S 为 任意 张 量 的 分 量 时 ，R: 总 是 张 量 的 分 量 , 则 TT 也 是 张 量 
的 分 量 。 z 

证 明 :” 作 坐标 变换 时 , 设 Th、S*、R' 分 别 为 Tn、S?*、R”"， 则 

TS — R=oaiRi=oalTiS* 


此 外 ,因为 
Sik -一 aj at Si 
故 得 z 
Tinaj at Si — a!TiS’ 
即 
(Thraial — aiTi)S*= 0 (5—50) 

由 于 上 方程 对 任意 的 S#* 成 立 , 故 有 

Too = oi'T', (5—51) 
或 得 

Ti = alahoakT’, (5—52) 


由 此 可 知 , Th 是 一 个 张 量 的 分 量 。 

上 面 我 们 只 对 三 个 特殊 类 型 的 张 量 讨论 了 定理 的 证 明 , 但 对 . 
一 般 情 况 显然 定理 也 是 成 立 的 。 同 时 作为 上 述 定理 的 特例 , 常用 
下 面 的 定理 ; 

定理 ” 当 a.5i.c* 分 别 为 三 个 完全 任意 的 协 变 与 逆 变 矢量 的 
分 量 时 ， 

Tyraib’c* 

总 是 零 阶 张 量 , 则 T; 是 一 张 量 的 分 量 。 

当然 ,这 个 定理 对 于 一 般 类 型 的 张 量 也 是 成 立 的 。 

商定 则 是 用 来 确定 一 组 量 是 否 构 成 张 量 分 量 的 一 种 比较 简单 
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而 间接 的 检验 法 。 它 在 今后 的 张 量 理论 中 常用 到 。 
五 ”指标 置换 的 运算 : 
最 后 ,我 们 介绍 张 量 的 一 种 最 简单 的 运算 , 它 叫 指标 置换 。 设 
有 任 一 张 量 , 例如 Ti. 。 我 们 不 改变 这 个 张 量 的 坐标 本 身 , 而 只 用 
” 另 一 种 方式 对 它 的 指标 编号 。 从 T%, 便 得 到 一 个 同样 类 型 的 张 量 
Sj, 。 假 定 每 一 下 指标 作 这 样 的 编号 ;使 原来 的 第 一 个 记 在 第 二 个 
位 置 上 ,第 二 个 记 在 第 三 个 位 置 上 ， 第 三 个 记 在 第 一 个 位 置 上 。 可 
用 公式 表示 如 下 
SY, = TY, 
由 张 量 的 定义 便 可 知道 5% 与 Ti, 是 不 同 的 两 个 张 量 。 此 
时 ,我 们 说 张 量 S5, 是 从 张 量 T5, 用 指标 置换 而 得 的 。 
一 般 , 可 作 下 指标 的 任意 置换 , 同时 又 可 作 上 指标 的 任意 置 
换 。 但 是 ， 上 指标 与 下 指标 是 不 能 相互 置换 的 。 由 于 上 指标 与 下 
指标 在 坐标 系 变换 下 的 性 状 各 不 相同 ,所 以 ,这 种 置换 的 结果 已 不 
再 是 一 个 张 量 了 。 
张 量 指标 置换 运算 的 意义 ,可 以 从 下 面 两 种 运算 中 体现 出 来 。 
对 称 的 运算 , 它 是 按 下 面 方 法 进行 的 :从 已 知 张 量 的 同类 指标 
中 任 选 N 个 , 对 它 进行 N! 个 不 同 置 换 , 并 取 所 得 的 N! 个 张 量 的 
”算术 平均 值 。 
. 当 W 二 1 时 , 它 不 改变 张 量 , 这 时 置换 只 有 一 种 一 人 恒 等 置 
柳 。 
当 N 二 2 时 , 我 们 考察 张 量 T, 这 里 只 把 参与 对 称 的 指标 写 
出 ,其 余 的 指 首 标 均 未 写 出 。 对 称 的 结果 记 作 
To 一 5 (Ti Tj;) 
即 把 参与 对 称 的 指标 放 在 圆 括号 内 。 
当 N =3 时, 我们 把 所 作出 的 六 个 置换 取 其 算术 平均 值 , 便 
有 
Tow = (Tt Tt Test Ti Ti 十 To 
同 理 , 对 任意 个 可 对 称 的 指标 可 进行 对 称 法 。 对 上 指标 同样 
可 进行 对 称 法 。 
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若 一 个 张 量 在 转 置 其 任意 两 个 已 知 指标 (必须 是 同类 的 ?时 并 
不 改变 , 我 们 就 称 这 个 张 量 关于 某 几 个 已 知 指标 是 对 称 的 。 对 称 
法 结果 所 得 的 张 量 显然 是 关于 参与 对 称 的 那些 指标 为 对 称 的 张 
量 。 z : 

轮换 的 运算 , 它 是 这 样 进行 的 :从 已 知 张 量 的 同一 类 指标 中 任 
选 NN 个 , 对 它 进行 N! 个 不 同 的 置换 ; 对 偶数 次 置换 到 正 号 , 而 对 
奇数 次 置换 取 负 号 ,最 后 取 所 得 的 N! 个 张 量 的 算术 平均 值 。 

当 N =1 人 时 ,只 有 一 个 恒 等 置 换 , 它 不 改变 张 量 。 

当 N = 2 时 ,轮换 结果 得 


Tei 一 于 (Ts — Ti) 
即 把 参与 琨 换 的 指 标 放 在 方 插 号 中 。 
Trisry 一 1 十 T jr 十 Ti 一 Tjir 一 Tess 一 工 :) 


若 一 个 张 量 在 转 置 其 任意 两 个 已 知 指标 时 , 即 乘 上 负 1, 我 们 

称 这 个 张 量 关于 某 几 个 已 知 指标 (必须 是 同类 的 ) 是 斜 对 称 的 。 例 
如 ,二 阶 协 变 张 量 , 它 的 坐标 形成 一 个 斜 对 称 矩 阵 , 就 是 这 样 的 张 
景 ， 


| Ti 一 一 工 i 
又 如 ,三 阶 协 变 张 量 而 共有 下 列 性 质 的 
Ti = Tj = Ti = — Tj = — Ti — — Ta (5—53) 


显然 ,轮换 的 结果 , 总 可 以 得 到 一 个 这 样 的 张 量 ; 它 是 关于 参与 轮 
换 的 指标 的 斜 对 称 张 量 。. 
若 一 张 量 关 于 已 知 各 指标 是 斜 对 称 的 ， 则 对 这 些 指标 的 轮换 ， 


并 不 改变 其 结果 。 如 具有 性 质 式 (5 一 53) 的 Tu ,显然 有 


工 ci = Tije 
z 同时 , 也 不 难 验证 : 若 斜 对 称 张 量 的 指标 中 , 至 少 有 两 个 具有 
”相同 的 值 时 , 则 所 对 应 的 坐标 为 零 。 


.35.5 张 量 场 
至 今 , 我 们 所 讨论 过 的 都 是 一 些 个 别 的 张 量 。 而 通常 ,几何 与 
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物理 的 问题 都 需要 研究 张 量 场 。 因 为 被 考察 的 几何 对 象 常常 是 因 
点 的 不 同 而 改变 的 ,而 物理 对 象 常常 与 时 间 和 空间 有 关 。 
若 对 每 一 点 M 给 出 一 个 已 知 类 型 的 固定 张 量 
Ti = Ti M) (5 一 54) 
则 称 所 给 的 是 ” 维 空间 内 的 一 个 张 量 场 Tt。 
张 量 场 可 以 不 在 整个 空间 给 出 ,而 仅仅 在 某 个 4 维 区 域 上 (其 
至 仅 在 某 一 个 m 维 曲面 上 ,特别 是 在 曲线 上 ) 给 出 。 z 
车 把 空间 放 在 一 个 固定 的 坐标 系 上 , 则 式 (5 一 54) 可 改写 成 画 
数 关 系 式 : / 
TH = TH (C7! , 00 ,1°) (5- 55) 
式 中 二 ,是 点 M 的 坐标 。 假 定 这 个 函数 是 连续 可 微 至 足够 
次 数 的 。 
例 4 两 个 张 量 场 T;CM)、S5.(M) 的 加 法 , 就 是 把 在 每 一 点 
M 的 这 两 个 张 量 所 确定 的 两 个 张 量 相 加 而 作出 新 的 张 量 场 
RiC(M) = Ti(M) SiCM) 
关于 张 量 代数 的 其 它 一 切 运算 也 是 同样 的 。 但 必须 假定 参与 
运算 的 张 量 都 在 同一 个 区 域 上 有 定义 。 
此 外 , 在 张 量 场 中 还 有 一 个 不 变 的 运算 一 一 绝对 微分 。 设 在 
张 量 场 I: 汉 的 定义 域 上 引 一 曲线 : 
ri— ri(t) ao<t 扫 1 (5—56) 
并 设 z'(t) 至 少 是 一 次 连续 可 微 的 。 沿 这 一 曲线 的 张 量 T# 汉 的 从 


&T7 = Dg (5—57) 
La hob; < 一/ 2 pi 
可 证 , 4Tiiii 是 一 个 与 T 术 沁 同 类 型 的 张 量 。 实 际 上 ,因为 
TH (CM) 一 a a gt TI M ) (5—58) 


由 于 a8… all…, 均 为 常数 。 故 上 式 对 i 微分 得 


| -LE S| 中 ， Ss 
了 1 了 7 四 PE 了 量 时 了 罗 
a -1 5 二 71 TO 0 


2 2 
这 就 是 要 证 明 的 结论 。 张 量 4Ti 尖 叫做 张 量 Ti: 尖 的 绝对 微分 张 
量 心 


现 考察 在 每 一 点 M 上 函数 式 (5 一 55) 关于 各 自 变量 的 偏 导数 


154 和 z 


的 集合 ,并 引入 记号 


9 
2 —: . 
VT = (5—59) 


可 证 ，YViT#2 信 是 一 个 与 原来 张 量 有 相同 个 数 上 指标 , 而 比 原 
来 张 量 多 一 个 下 指标 的 张 量 。 事 实 上 , 因为 点 MM 的 位 置 可 用 旧 坐 
标 z', 也 可 用 新 坐标 x" 来 决定 。 故 式 (5 一 58) 各 项 可 看 作 zx' 的 浮 
数 ,也 可 看 作 宇 的 郑 数 。 

式 (5 一 58) 各 项 对 z" 微分 ,得 


ey oT 
i 了 41 
pp Ql OQ Oi Fr 
-一 ji pi TIA 9 
Oa ~ ar: x' 
在 后 一 式 中 关于 i 作 总 和 ,又 因 
7' = Qi 
故 
ax 
Ori 
因而 上 述 结果 又 可 改写 为 : 


* 


VT = oo 
上 式 表明 ， 了 ;Ti 确实 按 张 量 的 规律 而 变换 。 我 们 把 它 叫 
做 原 张 量 的 绝对 导 函 数 。 它 也 构成 一 个 张 量 场 。 


3 5.6 7 维 欧 氏 空间 中 的 张 量 代 数 
一 ， 度 规 张 量 
若 在 1 维 仿 射 空间 中 , 预先 给 定 关于 自 变 矢量 x、y 的 一 个 水 
” 远 固定 的 双 线性 标量 函数 p(x,y) ,使 它 满足 对 称 条 件 


px, y) ~ px,»y) (5 一 60) 
及 非 退 化 条 件 ; 即 对 每 一 个 x 关 0 可 找到 一 个 y 使 : 
PKCx，y) 和 天 0 (5—61) 


则 称 此 仿 射 空间 为 维 欧 氏 空 间 。 
矢量 x、y 的 这 个 函数 叫做 它们 的 标 积 , 并 简 记 作 xy 或 (x,y) 


C 以 代 将 p(x,y)]。 矢 量 x 的 标量 平方 由 下 式 定义 
z XxX’ C= XX 《5 一 62) 
若 两 个 矢量 x、y 的 标 积 为 零 
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: xy 一 0 (5—63) 
时 , 则 称 这 两 个 矢量 为 正 交 的 。 
我 们 称 VX 为 矢量 x 的 长 ,并 记 作 
ix|=~Vx’ (5 一 64) 
两 个 矢量 的 标 积 具有 如 下 性 质 
(Cx: 十 xy，y) 一 (xy) 十 (x:，y) 
(AMx，y) 一 和 2(x，y1) 
当然 ,关于 第 二 个 矢量 也 具有 同样 的 这 些 性 质 。 共 对 两 个 矢量 x、 
y 的 标 积 xy 只 能 取 实 数 , 且 对 任 一 矢量 x 关 0 时 有 
MX 全 10 ， 
则 我 们 称 所 讨论 的 欧 氏 空间 为 真 欧 氏 空间 。 下 面 我 们 讨论 的 问题 
都 是 在 这 种 空间 中 进行 的 。 
我 们 知道 ,给 定 一 个 双 线 性 标 函 数 mw (x, y) 相当 于 给 定 其 系 
数 所 组 成 的 二 次 协 变 张 量 ws 
Hi 一 见 (ei，ej) PX VY) = Dir 
特别 , 在 标 积 xy 的 情况 下 ,系数 的 张 量 记 作 y;,， 并 称 它 为 欧 
氏 空 间 中 的 度 规 张 量 。 于 是 相应 地 有 
9 一 eie; : (5 一 65) 
XY 一 gijr'y! 《5 一 66 ) 
因而 度 规 张 量 的 分 量 是 基 矢 量 的 标 积 。 特别 当 y = x 时 , 我 们 得 
到 矢量 x 的 标量 平方 。 它 可 用 二 次 形式 表示 为 


X = gir'r! 《5 一 67 ) 
由 于 标 积 的 对 称 性 
xXy 一 yx 
我 们 有 
Go = gi (5— 68) 


非 退化 条 件 告 告诉 我 们 ， 不 存在 矢量 x* 关 0 与 空间 内 一 切 失 时 者 正 
交 。 

如 果 假 定 这 个 条 件 不 满足 ( 即 发 生 度量 的 退化 ), 则 存在 这 样 
的 一 个 矢量 x 尖 0, 使 对 于 任 一 个 矢量 y 有 
. xy 一 (0 
即 对 任意 的 yy,y,…,y* 有 

gar'y’ = 人 0 (5—69) 

这 就 意味 着 的 系数 应 为 过 
050 


gijx' =0 (5—70) 
又 因 x 关 0, 即 所 有 的 z' 不 同时 为 零 。 所 以 含有 4 个 未 知 数 的 n - 
个 线性 齐 次 方程 组 (5 一 70) 有 非 零 解 。 这 就 要 求 
Detlgi|=0 (5 一 71) 
到 之 , 若 式 (5 一 71) 成 立 ， 则 可 找到 方程 组 (5 一 70) 的 非 零 解 
Ty To 对 于 它 ， 等 式 《5 一 69) 对 任意 的 ¥ 9 ,y* 都 能 成 立 。 结 
果 矢 量 x 将 与 所 有 的 > 都 正 交 。 于 是 发 生 度量 的 退化 。 
所 以 ， 度量 退化 的 充 要 条 件 是 Detlg| = 0。 因而, 非 退化 的 _ 
条 件 就 相当 于 
Det |g | 0 (5S—72) 
如 果 条 件 (5 一 72) 在 一 种 坐标 系 中 满足 , 则 必 在 征 一 坐标 系 中 “ 
也 能 满足 。 事实 上 ， 因 gi; 的 变换 规律 具有 形式 : 
Gi 一 Quajgiy 
知 把 年 阵 (9;))、(gin) 中 的 前 一 个 指标 看 作 列 的 号 码 , 把 (Co 
中 的 下 标 看 作 列 的 号 码 , 而 把 (a3') 的 上 标 看 作 列 的 号 码 : 于 是 扼 
阵 (go3') 是 依次 把 矩阵 《3 连 乘 而 得 的 。 结果 有 
Det|gi| = (Det|at'| )’Det |g;, | 《5 一 73) 
亦 即 ，Det1g5| 是 权 为 2 的 相对 不 变量 。 显 然 , 当 它 在 一 种 坐标 系 “ 
中 为 零 ( 或 不 为 零 ) 时 , 则 在 任 一 坐标 系 中 也 必 有 相同 的 结果 。 
现 作 〈95) 的 道 答 阵 (g”) 。 由 对 称 的 条 件 知 (93) 是 一 对 称 
矩阵 。 又 由 非 退 化 的 条 件 知 ,这 样 的 逆 阵 是 存在 的 。 . | 
”我 们 要 证 明 ， 史 是 二 次 道 变 张 量 的 分 量 。 事 实 上 , 因为 矩阵 . 
(g5) 是 矩阵 (9;) 的 道 阵 , 故 有 


929 关 一 全 《5 一 74) . 
当 变 到 新 坐标 系 时 ， 我 们 假设 有 
他 ‘gk 一 如 
因 yg; 是 协 变 张 量 的 分 量 , 所 以 


Vi 一 Qakgje 
代入 上 式 得 z 
ajaigjg'’ = Oh 
上 式 两 边 乘 履 , 并 关于 求 总 和 ,得 
z as ojakigyg"’” = ado 
dragig'’ = ay, 


上 式 又 关于 上 求 总 和 ,得 
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ojgpg = oy 
上 式 两 边 乘 g”, 而 关于 7 求 总 和 ,得 
ajgjng"g'! = sg’! 
03039 = og 
上 式 对 ; 求 总 和 ,得 z 
049 7 ~ 0999 
再 向 上 式 两 边 乘 以 cy ,并 关于 gg 求 总 和 ,得 
ay aq 人 7 = og ay9g2 
GO%g'7 一 or ot gr 
上 式 关 于 也 求 总 和 ,得 
g = olioyg" 
因此 ，g" 的 确 是 一 个 逆 变 张 量 的 分 量 。 并 把 六 中 做 与 协 变 张 量 
%5 共 斩 的 逆 变 张 量 。 
二 ”指标 的 上 升 与 下 降 
仿 射 空间 中 的 张 量 运算 , 对 欧 氏 空间 仍旧 可 用 。 但 这 时 还 出 
现 一 种 新 的 运算 一 一 上 下 指标 的 互相 转移 。 
现在 证 明 在 欧 氏 空间 中 每 一 逆 变 指标 可 以 “改作 ” 协 变 指标 。 
反之 亦 可 。 先 考察 一 阶 逆 变 张 量 * 。 利 用 它 与 度 规 张 量 相 缩 并 
的 方法 ,可 以 “改作 ” 协 变 张 量 
Xi 一 9707 (5—75) 
因为 欧 氏 空间 中 的 度 规 张 量 是 给 定 的 , 所 以 张 量 xz 的 “指标 下 降 ” 
运算 是 单 值 地 确定 的 。 
反之 ， 任 一 个 一 阶 协 变 张 量 z;, 利用 了 放 变 度 规 张 量 的 相 缩 
并 方法 ,可 以 “改作 ” 逆 变 张 量 
7' 一 gx; (5-—76) 
这 个 “指标 上 升 ， 的 运算 也 是 单 值 地 确定 的 。 
我 们 知道 , 道 变 张 量 的 坐标 z' 总 可 以 看 作 菜 一 个 矢量 的 分 量 
而 
ti = gi = (ei, ej)7ri—= (ei, rie;) = xe; : 
因此 , 对 矢量 x 的 分 量 x' 的 指标 下 降 , 实质 上 是 这 一 矢量 与 
基 矢 量 的 标 积 。 这 些 标 积 叫 做 矢量 x 的 协 变 坐标 zi。 
对 高 阶 张 量 , 按 公式 (5 一 75)、(5 一 76), 可 使 ( 任 一 个 ) 指 标 下 
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降 或 上 升 。 但 必须 变更 欧 氏 空间 内 张 量 的 指标 编号 法 。 即 把 上 下 
指标 的 位 置 编排 在 一 个 集合 内 ,使 每 一 个 号 码 仅 对 应 一 个 指标 ;在 
上 面 或 者 在 下 面 。 例 如 , 若 第 三 个 指标 在 上 面 , 则 在 下 面 的 第 三 个 
位 置 是 “ 空 的 ”, 并 在 这 里 记 上 一 点 。 反 之 也 是 这 样 。 如 To: , 它 


表示 第 一 、 二 、 四 个 指标 是 协 变 的 ,而 第 三 个 指标 是 道 变 的 。 如 果 
希望 把 第 一 个 指标 < 上 升 ”, 于 是 得 
TT.. 站. 一 92 
同 理 , 欠 把 上 指标 下 降 ， ky 
Tari 一 gp Ti 全 
现在 看 一 个 重要 的 例子 ， 上 升 9;; 的 第 二 个 指标 , 则 得 到 单位 
张 量 


ge ~ gg = 6 
者 再 上 升 它 的 下 标 , 则 得 
9 .一 9 和 二 9 
因此 , 当 gi 的 两 个 指标 都 上 升 时 , 便 得 到 一 个 逆 变 的 度 规 张 量 ， 
Y' 一 a jx 
当 指 标 i 下 降 时 ,有 
;Oo qian jr = Qi’ 
因而 仿 射 量 X 也 可 用 二 次 道 变 张 量 a ,来 决定 。 此 时 , 它 的 
分 量 所 构成 的 变换 和 矩阵, 把 自 变 矢量 x 的 道 变 分 量变 到 矢 函 数 y 
的 协 变 分 量 上 。 


显然 ， 指标 下 降 与 上 升 在 念 射 空 间 内 是 没有 任何 意义 的 。 


3 5.7 仿 射 空间 中 的 曲线 坐标 及 其 张 量 


设 在 nt 维 仿 射 空 间 中 有 一 仿 射 坐标 系 MHR(O0,e,, ,Ce,), 则 每 
点 于 的 矢 径 OM 可 表示 为 


rr 一 ONM = 7r'e, 《5 一 77) 
当 坐 标 系 变换 时 ,点 M 的 坐标 变换 为 
x" air (5—78) 
只 要 满足 条 件 
Detla'| 关 0 


则 其 系数 可 任意 选择 。 这 时 ， 所 取 基 关 量 的 你 换 关系 为 
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而 一 个 不 变 矢量 x 的 坐标 所 受到 的 变换 为 
现 把 坐标 变换 式 (5 一 78) 推广 , 将 右边 z' 的 线性 函数 代 以 满足 某 
些 条 件 的 “任意 ”函数 。 这 就 是 在 第 四 章 中 曾经 讨论 过 的 曲线 坐 
标 。 

设 在 仿 射 空间 的 某 一 个 ” 维 连通 区 域 9 中 , 给 定 了 仿 射 坐标 . 
的 ”个 连续 可 微 的 单 值 函数 f(x ，…,z") (二 1,…,n)。 利用 方 
程 村 

2 fi(z!, 7") z 《5—79) 
引入 新 的 变量 zz,…,z"。 并 要 求 式 (5 一 79) 可 把 x' 单 值 地 表 
成 x* 在 它们 整个 变化 区 域 9' 中 的 连续 可 微 的 函数 

入 一 gz， Xe 

此 时 我 们 把 变量 x* 叫做 仿 射 空间 区 域 8 中 的 曲线 坐标 。 

从 上 述 定义 可 知 , 8' 中 的 变量 x 与 8 中 的 仿 射 坐标 之 间 , 是 
由 可 逆 的 、 双方 为 单 值 的 、 连续 可 微 的 变换 相 联 系 着 的 。 而 fi.y， 
的 连续 可 微 是 指 具 有 一 直到 某 一 阶 数 w 的 连续 偏 导 数 ( 数 w 由 讨 
论 需要 而 确定 )。 z 

必须 指出 ,正和 递 两 种 变换 的 雅 可 比 行列 式 均 不 为 零 
z Det|32 | 0 Det 13 允 | 兴 0 (5 一 80) 
并 且 对 应 的 矩阵 是 互 逆 的 。 

事实 上 , z 关 于 自 变量 * ,…,z 中 每 一 个 自 变量 的 偏 导 , 由 复 
合 函 数 的 求 导 法 则 给 出 


Oz’ Ax’' Ox* ! 
J J 《关于 求 总 和 ) 
。 dr 5 
zt 
故 有 
dz’ DZ i 
DZ4 A7’ 7 


亦 即 , 矩阵 (941/3z*) 与 (3z* /9z7) 的 积 是 一 单位 矩阵 。 所 以 , 这 
两 个 矩阵 是 互 逆 的 。 因 而 是 非 奇 异 的 。 
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必须 注意 :如 果 我 们 用 条 件 
Detlszr| 关 0 (C581 
取代 式 (5 一 80) 的 可 道 性 要 求 。 那 未 即使 式 (5 一 81) 在 整个 区 域 8 
上 能 满足 , 也 只 能 保证 在 区 域 中 每 一 点 的 某 一 个 邻 域 中 单 值 可 道 
性 ,而 不 能 保证 在 整个 区 域 9 中 的 单 值 可 道 性 。 
还 应 指出 : 在 同一 区 域 中 , 从 一 个 曲线 坐标 系 x* 变 到 另 一 个 
曲线 坐标 系 z 所 要 求 满足 的 条 件 ， 可 从 仿 射 坐标 * 变 到 曲线 坐标 
z 所 要 求 满足 的 条 件 是 一 样 的 。 


在 曲线 坐标 系 中 ,x 用 来 表示 , 便 有 
tr = OM = g(x , +, 7 )e 《5 一 82) 


或 简 记 为 
rer , ,x") (5—83) 
它 与 % 有 相同 次 数 的 连续 可 微 性 。 而 且 所 有 偏 导 数 
or or : 
Ft? > Fm 《5 一 84) 


在 每 一 点 都 是 线性 无 关 的 矢量 。 其 实 , 将 式 (5 一 82) 关于 x’*' 求 偏 
导数 ,得 
or az 


5 一 下 re (5—85) 
因为 矩阵 (3z'/3z") 是 非 奇异 的 。 所 以 | 式 (5_84) 线 性 无 关 。 
设 在 曲线 坐标 中 给 出 矢 径 函数 


站 一 TCZ 2) (5—86) 

寿 沿 曲线 上 只 有 一 个 坐标 盖 在 变化 , 而 其 余 的 坐标 保持 常数 ， 则 

称 这 样 的 曲线 为 坐标 曲线 。 例 如 坐标 曲线 x', 就 是 让 x*,…,z* 辕 

定 。 于 是 式 (5 一 86) 的 矢 径 > 变 为 一 个 变量 z' 的 函数 。 我 们 就 得 

到 以 z' 为 参数 的 曲线 。 

这 样 一 来 , 通过 每 一 点 M, 有 一 条 而 且 只 有 一 条 坐标 曲线 z'， 

沿 着 它 ,，z*,…,z?" 固定 地 取 在 点 M 的 值 。 偏 导数 ar/az' 是 坐标 曲 

线 z' 的 切 矢量 。 上 述 一 切 , 对 任何 坐标 曲线 x' 均 成 立 。 所 以 通过 
每 一 点 M, 有 nn 条 具有 切 矢 量 ar/3z 的 坐标 曲线 。 并 简 记 为 

ri = 3 (5—87) 

而 这 x 个 矢量 是 线性 无 关 的 。 我 们 在 每 一 点 M 可 取 这 些 矢 量 为 

161 


基 矢 量 。 于 是 , 在 区 域 9 中 给 定 了 曲线 坐标 , 就 在 每 一 点 M 引出 
一 个 完全 确定 的 仿 射 标 架 {UA，r，…, r,}。 这 个 仿 射 标 架 叫 做 
点 M 的 局 部 标 架 。 - 

当 我 们 取 仿 射 坐标 作为 曲线 坐标 的 特殊 情形 时 ,就 有 


四 or 
ro 二 re; 和 


此 时 每 点 的 局 部 标 染 基 矢 量 便 与 已 知 仿 射 坐标 系 中 的 基 矢 量 完全 
相同 。 
现 考察 当 曲 线 坐 标 受 到 变换 

一 AKCZL，。e。，Xa] (5 一 88) 
时 ,局 部 标 架 所 发 生 的 变化 。 假 定 此 变换 是 单 值 可 道 的 , 且 双 方 连 
续 可 微 。 反 过 来 有 

To wir ,or ) (5—89) 
就 可 把 方程 (5 一 86) 中 的 矢 径 7 看 作 z* 的 复合 函数 。 于 是 , 关于 
z'" 的 偏 导数 有 


Ar Or Dzi 
Br Drigzr (关于 i 作 总 和 ) 
由 式 (5 一 87), 最 后 得 到 
gr, (5 一 90) 


因此 , 曲线 坐标 的 变换 在 每 一 点 M 引起 了 局 部 标 架 的 变换 。 
同时 ,新 的 局 部 标 架 的 基 矢 量 按 旧 标 架 的 基 矢 量 展开 时 的 系数 为 


Ox' 

3 
且 

Det|3 宛 | 天 0 
把 式 (5 一 90) 和 以 前 的 仿 射 坐 标 系 变换 的 记 法 
ei 一 Qirei 
相 比 较 , 我 们 看 到 前 者 是 后 者 的 个 别 情形 ;此 时 
= | (5 一 91) 


而 以 Yi\ rT, 代替 Ci\ ei! o 

现 考察 任 一 张 量 场 , 例如 TiCM)。 我 们 知道 , 在 曲线 坐标 系 

中 ,每 一 点 M 产生 一 个 局 部 标 架 。 于 是 我 们 就 关于 这 个 标 架 来 取 
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张 量 TC(M) 的 坐标 。 这 些 坐 标 我 们 叫做 张 量 T;CM) 在 已 知 曲 
线 坐 标 系 x 中 的 坐标 。 以 后 , 几 是 谈 到 张 量 场 : 
| Ti(M) = T(r', +, 7") (5—92) 
时 ,总 是 指 上 述 的 意义 。 : 
当 曲 线 坐 标 变换 时 , 在 每 一 点 M 产生 的 局 部 标 架 也 在 变换 。 
而 张 量 TxGCa ) 的 坐标 也 应 按 通常 张 量 的 变换 规律 
Tin(CM) 一 中 agotTeCM) (5 一 93) 
由 式 (5 一 90) 可知 z 
MM) 中 =25(M) 
于 是 式 (5 一 93) 便 具有 如 下 形式 
TM) = EM) I MY YR MI TM) (5—94) 
因为 张 量 的 代数 运算 是 分 别 在 每 一 点 好 进行 的 , 而 现在 每 一 
点 各 自 有 一 局 部 标 架 ({M,r,…,r,}。 所 以 在 §5.4 中 所 论述 
过 的 一 切 张 量 代 数 运算 ,对 于 曲线 坐标 系 中 的 张 量 场 也 是 完全 适 
用 的 。 | 
特别 指出 ,在 一 点 W 给 定 的 任 一 矢量 4, 总 是 对 于 点 M 的 局 
部 标 架 而 言 的 。 它 的 坐标 “总 是 指 关 于 该 点 的 局 部 标 架 的 坐标 。 


所 以 有 
太一 GT， 


8 5. 8 平行 移动 与 联络 对 象 

现 考察 当 区 域 9 取 曲 线 坐 标 xz 时, 设 在 点 M, 矢量 A, 的 坐标 
为 ,如何 从 另 一 点 M, 作出 这 个 矢量 。 先 考察 A, 沿 任 一 曲线 
MM' 连续 移动 时 ,其 坐标 尾 在 路 径 的 每 一 无 限 小 段 连续 变化 的 

对 程 。 ， . 
设 路 径 M,M, 是 由 参数 方程 . 
rz: = ri(t) t,t (5—95) 
给 出 。z'() 是 连续 可 微 的 函数 。 在 此 路 径 上 的 每 一 点 MM (), 作 
这 个 常 矢量 A,。 由 于 局 部 标 架 随 点 的 位 置 而 变 , 因而 a 也 随 点 

的 位 置 而 改变 。 所 以 ,坐标 ai 依赖 于 z, 即 
~ a'~= a'(t) (5—96) 
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因为 s(t) 是 连续 可 微 的 , 我 们 立刻 得 到 , 局 部 标 架 的 基 矢 量 
rz ,7') 以 及 a' 沿 此 路 径 是 i 的 连续 可 微 函 数 (假定 和 N = 2)。 
按 点 M (的 局 部 标 染 基 矢 量 展 开 A,, 有 


Ao = a lt)ri(t ,es ") 、 《5 一 97) 
对 过 项 微分 上 式 。 因为 4。 为 常 矢 量 , 我 们 得 到 
0 一 〈de: Ti 十 adr: 《5 一 98) 


为 了 分 析 此 结果 ， 我 们 把 天 量 dr; 按 局 部 标 架 基 矢 量 展开 。 由 全 
微分 公式 ,得 


driCz 一 《5 一 99 ) 
其 中 


在 区 域 9 内 每 一 点 都 能 确定 矢量 ri; ,并 可 按 这 点 的 局 部 标 架 基 矢 
革 rj; 展开 

ri = Tre (5—100) 
7 表示 展开 式 的 系数 ， “征求 色 和 指标 。 显然 有 


又 因 按 标 架 基 矢 量 的 展开 式 是 唯一 的 ， 故 得 
T= (5—101) 
而 5 又 依赖 于 作 展 开 式 (5 一 100) 所 在 的 那个 点 , 故 
TM) = T(x, «0 , 7") (5—102) 


在 已 知 有 曲线 坐标 系 = 中, 区 域 9 上 每 一 点 M 以 上 述 的 方式 
所 确定 的 T; , 称 为 联络 系数 。 
现 把 式 (5 一 100) 代 入 式 (5 一 一 99) 中 ,得 
dr: = Tiredr’ 
因而 式 (5 一 98) 具 有 
0 = rida' 二 Tiria'dx’ 
的 形式 。 由 于 六 是 线性 无 关 的 , 故 有 
“eT Dadr = 0 
或 可 写成 
Le 一 一 人 ait 《5 一 103 ) 
这 就 是 在 无 限 小 范围 内 ， 矢量 平行 移动 的 公式 。 它 指出 , 车 点 
M(z') 上 一 矢量 具有 坐标 a*; 则 在 无 限 接近 的 一 点 M' (z 十 dz )， 
同 是 这 个 矢量 , 将 具有 怎样 的 坐标 。 同 时 ，da* 与 四 及 dz' 线 性 相 
关 的 系数 为 1; 。 借 助 于 这 些 系 数 ,在 点 M 的 各 矢量 与 在 点 MM 的 
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各 矢量 相互 联系 着 。 这 就 是 “联络 系数 "这 一 名 称 的 具体 含意 。 
、 假如 我 们 和 希望 把 所 得 的 公式 (5 一 103? 应 用 到 矢 其 沿 有 限 路 径 
MM, 上 移动 , 则 必须 把 对 应 的 微分 方程 组 来 积分 。 在 这 里 暂 不 
讨论 。 
在 念 射 坐标 x' 的 情况 下 
rrr, , 2) 一 了 | r;,=@,; ri 一 (0 
于 是 由 式 (5 一 100) 得 
[一 0 
反之 ,车 任 一 曲线 坐标 系 中 ，/%Cx'，… ,2) 恒 为 考 , 则 由 式 (5 
一 上 00) 得 
rij 二 0 Ti 常 撩 荆 
记 mm 一 e， 最 语 我 们 得 到 | z 
fr 一 Te 十 T， 
天 径 这 一 表达 式 ( 其 中 为首 天 量 ) 说 明了 x 是 念 射 坐 标 ( 原 点 移 
a ro ) 。 
因此 , 在 所 考察 的 区 域 2 中 , 曲线 坐标 为 仿 射 坐标 的 充 要 条 
件 是 ， 人 1 入 恒 为 安 。 
考察 当 坐 标 系 变换 时 1% 的 变换 规律 。 事 实 上 ,在 旧 坐 标 以 


及 其 对 应 的 洒 业 本 中 我 人 
ri = Tr ri = Tt 《0 一 -104) 
把 r(x ,… ,7") 当 作 冯 的 复 个 丽 数 天时 娄 | 有 
六 一 Sr (5—105) 
把 ri(x',…,x") 看 作 zx’ 的 复合 函数 ,关于 x’ 再 求 偏 导 。 因 为 
rs __Ari O27 AT! 
dx? ridx 722 


玖 由 式 (5 一 105) 我 们 得 到 
Or: dr' OF! 


Tity 1 ri +t nr 《5 一 -106 ) 


在 右边 第 一 项 中 ,把 换 成 大 ， 并 利用 式 (5 一 104) 的 前 一 展开 式 ， 出 
式 (5 一 106) 可 改写 为 


7 i 全 1 
ee Cor (5—107) 
注意 到 式 (5 一 105) ,我 们 有 
[a 
r= rr (5—108) 
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将 上 式 代 入 式 (5 一 107) 中 ,最 后 得 到 
1/ oz Ox' Oxi Ar 
Ti (FE azrraz7 十 3 Ep 有 5 EV 


将 此 式 与 式 (5 一 104) 的 后 一 展开 式 相 比较 ， 我 们 得 到 


， Or Or: Or Oxidx* 
Ty = dx' Oz’ xz tT Far O72! Ix’ Ox 9 (5—109) 


这 就 是 联络 系数 的 变换 规律 。 显 然 , 并 不 构成 一 个 张 量 。 

若 对 每 一 曲线 坐标 系 ,在 一 已 知 点 M 给 定 了 一 组 数 态 , 且 
当 曲线 坐标 系 变换 时 ,它们 是 按 式 (5 一 109) 而 变 的 。 那 么 ,我 们 就 
说 在 点 奴 给 定 了 一 个 联络 对 象 。 

如 果 在 区 域 9 上 每 一 点 考察 


TS = THM) = TY (2 zz 
便 构成 了 一 联络 对 象 场 。 


3 5.9 欧 氏 空间 中 的 曲线 坐标 
在 仿 射 空间 中 引入 上 度量 便 得 到 欧 氏 空间 。 因 此 $$ 5.7~ $5.8 
中 关于 曲线 坐标 所 述 的 一 切 ,对 欧 氏 空间 仍 能 成 立 。 但 是 ,度量 的 
引入 , 将 意味 着 有 些 新 的 问题 出 现 。 这 毕 同 题 我 们 将 在 本 节 中 如 
以 研究 。 “ 
我 们 知道 ， 度量 的 给 定 ， 在 于 度 规 张 量 ys 的 给 定 。 而 它 可 按 
任 一 仿 射 坐 剑 系 给 定 。 人 
在 曲线 坐标 z* 中 研究 gj; 时 ， 我 们 在 每 一 点 M 按 相 应 的 局 部 标 架 
(Mr 和 …rs) 来 给 定 它 的 坐标 。 这 时 , 它 的 坐标 将 用 下 列 标 积 来 
表示 
gM) =ri(M)r(M) (5—110) 
因此 , 度 规 张 量 必须 看 作 张 量 场 ; 它 的 坐标 是 点 的 函数 
gi (CM) — gij(7'， Za) 
当 变 到 新 的 曲线 坐标 时 , gaj' 按 下 列 规律 
gi 一 3 gry, ij 
而 变 。 
现 从 给 定 gi; 的 基础 上 导出 欧 氏 空 s 间 的 某 些 性 质 。 :显然 , 对 任 
意 点 开 的 局 部 标 架 所 对 应 的 gCM) ,可 以 重复 作 在 § 5.6 中 所 述 
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- 的 一 切 。 


考察 由 参数 上 给 定 的 曲线 
r' = 7x'(t) tt 
任 一 点 的 矢 径 可 表示 为 
r=r(r ,x") : 
而 沿 曲 线 所 取 的 点 zr，…,z* 又 依赖 于 1。 由 此 ,在 曲线 上 任 一 点 履 
的 切 和 天 量具 有 形式 


Cr __ ardz’ 一 gz 
a Ariad dt 


即 切 矢量 ar/dt 在 局 部 标 架 中 有 坐标 az:/d 。 这 些 坐标 构成 一 个 
一 阶 逆 变 张 量 。 事 实 上 , 当 变 到 新 的 曲线 坐标 x*" 时 ,有 


: 一 
这 表明 dz'/di 满足 张 量 的 变换 规律 。 
当 矢 径 沿 曲线 作 无 限 小 位 移 时 , 按 全 微分 公式 得 
z dr = dr =rdr (5—111) 
1z' 为 dr 的 坐标 。 又 因 
dz" — Ads 


所 以 dz 构成 一 个 一 阶 逆 变 张 量 。 


天 基 dr/at 的 数量 平方 有 下 面 形式 
(二 ) dr'dx’ 


a Ia a 
由 此 得 
( 守 ) - dridr’ 
= 字 ge dt 
由 线 长 由 下 列 形式 给 出 . 
” dr 
Mi = [ “| Ta 
因而 


MM M, = | gat 
显然 ， 也 可 用 弧 的 微分 给 出 
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ds = |dr| = ~ /gdr'dz! 

(ds)’ = gi(x ,+ XT") dr'dr’ (5—112) 
即 沿 任 一 曲线 ,在 任 一 无 限 小 位 移 下 , 弧 的 微分 的 平方 可 表示 为 曲 

线 坐 标的 二 次 微分 形式 。 这 个 二 次 形式 叫做 度量 的 二 次 形式 。 由 

.于 人 它 是 由 度 规 张 有 gi; 与 道 变 张 呈 dz 两 次 缩 并 的 结果 , 因此 , 它 是 

个 不 变量 。 即 在 坐标 变换 下 是 不 变 的 。 1 

现在 ,我 们 取 仿 射 空间 的 联络 对 象 访 作 为 欧 氏 空间 的 联络 对 


象 。 并 考察 在 任意 曲线 坐标 系 中 , 如 何 用 度 规 张 量 9v(4f) 来 表示 
[CM), 
根据 式 (5 一 100) ,联络 系数 可 由 下 式 给 出 


ro = ir 

用 mm 乘 上 式 得 
rir;; 一 《5 一 113) 
我 们 看 到 ， 上 式 右 边 从 形式 上 是 由 1 下降 上 指标 而 得 到 的 。 由 
”此 ,我 们 记 


六 -= gu Ty, | (5 一 114) 
有 反之 ,1% 可 从 1; 土 升 第 一 个 下 指标 而 得 到 

1 = gi, (5 一 115) 
于 是 “从 要 好 出 Li. jj:， 便 能 计算 7, 由 式 (5 一 113) 

Nii = Tr 
显然 有 

1 = 


为 了 用 gi 来 表示 这 些 未 知 量 ， 我 们 对 gi = 二 riris 逐 项 关于 xz" 
求 偏 导 ,得 


即 


人 十 Firem 一 52 
于 
| 他 | 
ium d+ Lin = SE (5—116) 


Ox 
我 们 得 到 含有 两 个 未 知 量 的 一 个 方程 ( 当 bi、m 固定 时 ) 。 若 对 
lm 进行 循环 置换 两 次 , 则 共有 三 个 方程 。 所 得 的 男 两 个 方程 为 


_ qin 
fim 二 in A oz’ 


各 本 过 mi 
Tn 二 im = 
之 
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因 Tj 关于 i、 i 对称 , 故 在 右边 实际 只 有 三 个 林 知 量 ， 它们 两 两 之 
和 由 下 式 给 出 


9 
iim 十 Tmk 一 了 


Ogin 
Pint + Ta = Sa 


Tan +t Tin — oe 
这 组 方程 可 用 初等 方法 解 出 。 把 前 两 方程 两 边 相 加 ， 再 减 去 第 二 
个 方程 ,得 


27,% = 一 5 全 十 5 引 一 Ogmi 


Ax 
最 后 得 z 
Fgu 3ag 3g， 
ws 一 于 (3 生 十 3 一 2 (5 一 117) 


代入 式 (5 一 115) 得 
k -一 一 - g*! dg 99， _ 
态 == 方 (3 十 S24 一 4 (5 一 118) 


所 得 Tunis 及 的 表达 式 ， 分 别称 为 第 一 类 及 第 二 类 克里斯托弗 
尔 CChristoffel) 三 指标 记号 ,简称 克 氏 记号 。 


3 5.10 迟 射 联络 空间 
一 ”矢量 的 平行 移动 
着 在 ， 维 空间 到 中 , 对 每 一 坐标 系 ,在 一 已 知 点 M 给 定 了 
一 组 Gi 个) 数 Di» 并 且 在 坐标 变换 


太一 (ZE ，Xa) 
下 ,它们 是 按 下 列 规律 
pr _92 * Qx* Doz dxi DZ 
《人 一 3 az7 dr 9Dxzraxz7 gz 5 (5—119) 


变化 , 则 称 在 点 M 给 定 了 - 一 个 联络 对 旬 (或 联络 系数 ), 其 中 人 篇 导 ， 
数 是 在 点 4 取 值 的 。 

假定 在 空间 R 中 给 定 了 联络 对 象 场 
: TH CM) = T(z ,7°) 
”而 且 这 些 函 数 是 连续 可 微 的 , 则 称 户 为 念 射 联络 空间 ， 并 记 作 
L"。 一 般 来 说 
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了 TT 
这 一 点 是 和 仿 射 空间 的 联络 对 象 不 相同 的 。 
为 了 计算 方便 ,我 们 用 别 的 形式 给 出 式 (5 一 119)。 为 此 ,把 式 


(5 一 119) 各 项 腾 上 9z'/92* :并 关于 tk! 求 和 。 因为 
az DZ 


-一 
Or" ort 0: 
故 得 z z 
上 ! Ax az! { dr OZ? kot 
figzn 一 Fn + gn Tht 0 
对 k 作 总 和 ,最 后 得 
2 了 
TH 二 3z32 (5 一 120) 


igrt dr di Ar' Ox 

为 了 使 用 方便 ， ,把 上 式 中 了 与 z* 的 作用 互相 交换 。 我 们 得 
7 = : + Te, (5—121) 
”在 式 (5 一 119) 中 , 7;; 的 变换 规律 包括 两 项 : 第 一 项 不 依赖 于 
旧 坐 标 系 中 的 已 ,第 二 项 依赖 于 7 ,并 和 张 量 的 变换 规律 形式 完 
全 相同 。 由 于 第 一 项 对 两 个 下 标 、;' 是 对 称 的 ， 它 一 般 不 为 零 。 
所 以 Tt; 不 是 一 个 张 量 。 但 是 

T=T 1, (5 一 122) 
却 构成 一 个 张 量 。 事实 上 , 把 式 (5-119) 改写 一 下 ， 使 指标 i? 、7 
互 换 , 并 交换 总 和 指标 i、j 的 位 置 , 便 得 

Ot drt 9riQxidr* 


k' hd 二 ”站 一 
7 一 73 十 3573zrgzr5 (5 一 123) 
从 式 (5 一 119) 减 去 这 一 等 式 , 便 得 
i az- QL Ox. 
Ti = dr' 97x’ Oz Ey 


这 就 是 Ti; 所 满足 的 张 量 变换 规律 。 我 们 把 TCM) 称 为 L* 的 拨 
率 张 量 。 者 了 为 零 , 即 
了 = TS (5—124) 
则 称 所 给 定 的 空间 是 无 挠 率 的 仿 射 联络 空间 ,并 记 作 已。 
现 考察 到 中 的 矢量 平行 移动 。 我 们 门 可 以 用 类 似 于 3 5.8 的 
方法 来 定义 严 中 的 平行 移动 。 
设 沿 某 一 曲线 


Zi 一 it | bESG 
给 定 了 矢量 场 
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Ce 


| Mi Fp aa， HE 


a' = a'(t) (5—125) 

如 果 矢 量 沿 曲 线 上 每 一 无 限 小 作 位 移 时 , 它 的 坐标 a'() 按 规 
律 
da: = — Ta’dr' (5—126) 
而 改变 , 则 称 矢 量 oi() 沿 曲 线 平 行 移动 。 

现 必须 证 明 式 (5 一 126) 的 不 变性 ， 即 者 条 件 (5 一 126? 在 坐标 
zx 中 能 满足 , 则 在 坐标 ” 中 也 能 满足 。 

为 此 ,我们 来 计算 da* (2)。 由 张 基 的 变换 规律 


在 第 一 项 中 , 把 总 和 指标 夺 换 成 六 并 根据 式 (5 一 126) 把 da: 代入， 
得 


了 YX3aDzi oar 
利用 公式 (5 一 121) (其 中 的 /用 之 代替 ) ,我 们 得 出 上 式 圆 括 弧 内 
的 表达 式 为 


2 1 x! 
-dar 一 ( 2Z gr pe jean (5 一 127) 


9z 3z7 pa 
gzDz7 "7 
又 因 
Sdz 一 dz a 一 a 
故 式 (5 一 127) 化 为 
da* 一 — Thnaidzr' 


这 就 证 明了 式 (5 一 126) 的 不 变性 。 
轨 了 研究 矢量 治 曲 线 如 何 实现 这 一 平行 移动 的 ， 我 们 把 公式 
《5 一 1]26) 改 写成 


性 一 一 上 Co CD ‘(0 A C5—128) 


上 方程 中 ， 除 a* (4) 外 ， 所 有 的 函数 是 已 知 的 ， 只 有 a'(#) 为 未 知 
函数 。 于 是 得 到 含有 "* 个 函数 的 正规 线性 常 微分 方程 组 。 在 我 们 
的 假设 下 , 其 系数 是 上 的 连续 函数 。 由 微分 方程 理论 知 ， 此 方程 组 
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对 任意 的 初始 条 件 : 
0 一 0 (天 一 1，2，，72)》 《5 一 129 ) 
在 上 的 整个 变化 区 间 内 有 唯一 解 a*(t)。 

它 的 几何 意义 是 : 在 曲线 上 某 一 点 Mes(t) 给 定 的 矢量 属 ， 可 
以 沿 整 个 曲线 作 平 行 移动 , 并 且 只 有 唯一 的 一 种 方式 。 矢 量 at 移 
动 到 曲线 上 任 一 点 M (0 时 具有 形式 at(t) 。 

和 仿 射 空间 不 同 , 这 种 平行 移动 一 般 来 说 是 与 路 径 有 关 的 。- 

二 测 地 线 

在 L" 中 的 测 地 线 与 仿 射 空间 中 的 直线 作用 相近 , 它们 都 具有 
常 方向 的 基本 性 质 。 我 们 将 仿照 这 一 性 质 来 作出 测 地 线 的 定义 。 

在 L* 中 车 切 于 一 曲线 上 任 一 点 M, 的 每 一 个 矢量 a , 沿 这 曲 
线 作 平行 移动 时 仍 切 于 这 一 曲线 , 则 这 一 曲线 便 叫 做 测 地 线 。 

设 测 地 线 是 由 方程 

r! = 7'(t) < 上 < 
给 出 。z:(b 是 二 次 连续 可 微 函 数 。 又 设 沿 测 地 线 平行 移动 的 切 
矢量 为 w“(D 。 由 于 在 曲线 上 每 点 所 有 的 切 矢 量 都 是 共 线 的 , 故 可 
记 作 : 


下 一 ja (5 一 130) 
式 中 14=4(bD0。 沿 测 地 线 总 可 选 * 参数, 使 4 二 1。 为 此 ,只 要 
+ 一 | ao 
因而 式 (5 一 130) 具 有 下 列 形 式 
a (5 一 131) 


此 时 称 为 典型 参数 。 典 型 参数 总 能 选 出 , 而 且 不 是 唯一 的 。 事 
实 上 ,者 

t™* 二 AT 十 B (4、8B 为 常数 ) 
各 * 为 典型 参数 时 , 则 7" 也 是 典型 参数 (4 夭 0)。 因 为 


dr _ 1 dz' 
4T = Adr dr A adrt 


于 是 dz'/dr* 和 dz'/d7t 均 为 平行 移动 的 切 和 拓 量 。 
现 考察 以 7 为 参数 的 测 地 线 参数 方程 
rT'= zi(7T) 
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应 用 平行 移动 的 公式 (5 一 126) 于 矢量 dz'/dr ,我 们 得 到 


dr Ar’ 
(等 )= Tid 
以 dz 除 上 式 两 边 , 便 得 到 典型 参数 的 测 地 线 微 分 方程 
dx 4 了 
由 于 有 5(Cz 7 ) 的 连续 性 。 对 于 参数 的 任 一 组 初 值 
x) =0 (至 ) = (5 一 133) 


式 中 也 不 同时 为 零 。 于 是 册 微分 方程 解 的 存在 定理 可 知 ， 在 一 
5 某 一 邻 域 内 , 唯一 存在 着 适合 于 式 (5 一 132) 及 初始 条 件 (5 一 
133) 的 函数 xz'(tr) 。 并 且 所 得 的 解 依赖 于 初始 条 件 


1 一 TI(CT3 Ce 0 a “0 ) 

由 微分 方程 理论 可 知 ， 这 些 函数 对 所 有 自 变 量 连续 可 微 的 次 数 是 
与 ;一样 的 。 

上 述 结果 表明 ,总 可 以 引 一 条 而 且 是 唯一 的 一 条 测 地 线 , 使 它 
通过 预先 给 定 的 一 点 , 且 在 此 点 具有 给 定 的 切 矢量 忆 。 

可 以 证 明 , 在 已 知 空间 内 联络 对 象 7 与 由 它 用 对 称 法 而 得 的 
联络 对 象 

7 = 十 TS) (5—134) 

所 决定 的 一 切 测 地 线 是 完全 一 样 的 。 

先 证 六 构成 联络 对 象 。 为 此 , 只 要 把 式 (5 一 119)、(5 一 123) 
两 边 对 应 相 加 再 除 以 2 ,得 


2 下 
却 ( 十 Th) — ( 9 9% ) 


97' Or’ Or 


1 ( gr’ 97i97* 


一 一 -| k 和 
十 可 (3 和 和 35 外 7 十 TS 


再 由 式 (5 一 134) 得 
Mgr ) + dT 
所 得 结果 表明 ， 广 是 联络 对 象 。 又 因 区 关于 指标 对 称 。 故 为 一 
无 挠 率 联络 。 
现 证 , 这 两 种 联络 所 决定 的 测 地 线 是 共同 的 。 事 实 上 ,对 六 
的 测 地 线 方程 为 
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zz dvdr’ 


drT’ ddr dr 
1 £ dr dr 1 dr dzi 


2 i AT 2 HT LT 


把 右边 第 二 项 的 总 和 指标 记号 i 与 ; 对调, 结果 得 
dx ,dr'dz’ 


dT ddr dt 


这 就 是 7 的 测 地 线 方程 。 


3 5.11 黎 曼 空间 
一 度 规 张 量 
十 妖 ,y 十 四 ,z 十 ie) 两 点 间 的 距离 ds， 是 由 
ds: 二 dz’ 二 dy 二 dz’ 
来 决定 的 。 者 取 球 坐标 


=7rSingcosg 
y= rsin0sing 
二 rcos6 
时 ,es 变 为 、 
- ds: 二 dr’ 二 740’ 十 rsin20d0” 

大 在 三 维 欧 氏 空 间 中 考虑 由 参数 加 

r=7r(u, ») y=y(u, v) Zz = z(u,v) : 
给 定 的 二 维 曲面 , 则 对 应 于 参数 值 分 别 为 (u,5) 与 (u 二 dub 十 的. 
曲面 上 两 点 (x,y,z) 与 (x 十 dz,y 十 dy,z 十 妈 ) 之 间 的 矩 离 ds 是 由 
a@s’ = Edu + 2Fdvudy + Gadv’ 

所 决定 。 其 中 


一 (区 ) + (总 ) + (六) 

B 一 ( 茵 ) 十 ( 宁 十 au 

F995 ， 3g3g ，3z3z 
dudv dugdv dudv 


0= (及) + () + (¥) 
上 述 这 些 例子 说 明 , 非常 接近 两 点 间 的 距离 ds 的 平方 均 为 从 
标的 微分 二 次 形式 。 一 般 , 我 们 给 出 下 面 的 定义 
若 维 空 所 中 有 一 组 函数 
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ga， 0 "， . ，zr) 
使 得 两 邻 点 《2Z ，… ,2") 与 《z 十 le22 dx) 之 间 的 距离 ds 由 
一 个 正定 二 次 型 
ds 一 9 2027 (5 一 135 ) 
来 决定 , 则 称 空间 rr 为 黎 曼 (Riemann) 空 间 , 并 记 作 六 "。 
因为 gaudzxdz; 是 正定 二 次 型 。 故 有 
Detlgil0 . 


而 当 坐 标 xz' 变 到 新 的 坐标 xz” 上 时 ,由 于 ds’ 的 不 变性 ,可 知 
gil dr? — gidr'dr’ 


以 
ar’ 一 ndZ dr’ 一 本 FrdY 


代入 士 式 右边 ,得 到 关于 变量 4z*,… ,dz" 的 两 个 恒 等 的 二 次 形式 


9x' O21 
gs dx’ dx’ 一 go Td ‘dx 


由 此 ,并 考虑 到 95 一 gj 9 二 gjyw， 得 


dx’' OF’ 
qi Ty 


Ox 9 
即 9;; 形成 一 张 量 场 。 同 时 它 是 个 二 阶 协 变 张 量 的 分 量 。 我 们 称 
它 为 协 变 度 规 张 量 或 基本 张 量 。 又 由 于 Det 191 了 0, 故 如 同 在 
8 5.6 中 所 讨论 的 那样 ,可 从 
gg9” 一 4 
解 出 关于 j 与 + 对 称 的 一 个 二 阶 道 变 张 量 %" ， 它 称 为 凶 变 度 规 张 
量 或 基本 张 量 。 
利用 度 规 张 量 gu 与 9*， 按 如 下 方法 , 可 从 一 个 逆 变 矢量 a: 作 
出 其 协 变 矢量 4。 从 一 个 协 变 矢量 6, 作 其 涛 变 矢量 o*。 


Qj ~ a'giy a a) jg 
对 于 一 般 张 量 也 可 施行 这 种 运算 ， 例如 
Ti; “=—T, jmg”™* Tor = Ti. “Ome 


这 种 运算 ,正如 在 8$ 5. 6 中 所 详细 讨论 过 的 ， 它 喇 指 标的 “< 上升 "和 
“下 降 ”。 对 一 个 张 量 ,用 度 规 张 量 升 标 后 再 降 标 ,或 者 降 标 后 再 升 
标 , 那 末 这 个 张 量 就 恢复 原状 。 例 如 

0 =d"(gn9”) 一 (a"gnj)g’ 
二 ”曲线 与 矢量 的 长 度 
设 在 站 中 的 曲线 由 
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r' = 7x'(t) ea<!L 妇 
给 出 ， 则 对 应 于 参数 值 1 与 i 十 ,曲线 上 两 点 z'(t) ,zx'(t) 十 
(dz'/dt)dt 间 的 距离 ds 由 


| dxidz’ 
ds = gm adt 


给 出 。 故 从 参数 1 二 4 到 参数 i 二 4 的 曲线 上 两 点 间 之 饭 长 由 积 


分 
ne dr'dzr’, 
-| gar a 
给 出 。 寿 取 s 为 曲线 的 参数 ， 便 得 到 恒等式 


dr'idr’ 
yodsds (5—136) 


由 式 (5 一 135) 知 , 从 点 直到 点 在 十 do， 分量 为 ez 的 道 变 矢 
量 的 长 为 必 。 
与 此 相同 , 设 一 矢量 a 的 逆 变 分 量 为 a* , 则 由 
la| = Mga'@ (5—137) 
给 定 的 不 变量 |al, 定义 为 矢量 a 的 长 。 而 恒等式 (5 一 136) 表示 
曲线 切线 的 逆 变 矢量 dz*/ds 的 长 为 1。 
设 某 一 矢量 的 道 变 分 量 为 a* ,其 协 变 分 量 % 可 由 
Qj 二 G gmj 
给 出 。 故 矢量 的 长 度 公 式 (5 一 137) 又 可 写成 


lal’= ajai 


义 因 a 二 a9”, 故 矢量 的 长 度 公 式 又 可 写 为 


la|’ = gnajas 


三 二 矢量 的 夹 角 

在 三 维 欧 氏 空 间 中 取 一 直角 坐标 系 。 此 时 ， 方向 余弦 分 别 为 
(ost 与 (ozs) 的 两 方向 夹 角 6 可 由 

coSO 一 bb 二 T+ mm nns 
来 决定 ,其 中 方向 余弦 分 别 满足 z 
5 十 9 十 2 一 1 z 十 Ma 十 和 一 1 

故 都 可 看 作 单位 矢量 的 分 量 。 

又 在 三 维 欧 氏 空 间 中 取 一 斜 交 坐标 轴 , 设 它们 间 的 夹 角 分 别 
为 a, 6,y; 则 方向 系数 分 别 为 (0 mu) 与 (4,,m;,n;) 两 方向 的 夹 
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角 2 可 由 
cos0 一 -7 十 711 十 22 (mn 十 了 cosaw 
+ nd nl)cosB Um dm)cosy 
给 出 , 式 中 ,mis 各) 与 (Lymzyni) 分 别 满足 
二 mit 二 2mnacosat 2nlicosp i 2umececosy=1 
二 mz 二 ni 二 2mncosa 十 2nzlcosp 
二 2mcosy 二 1 
故 可 看 作 单 位 矢量 的 分 量 。 
参照 上 例 , 在 Vv" 中 我 们 用 
coSsg 一 gia'b’ (5—138) 
来 定义 二 单位 矢量 a 与 的 夹 角 是 极其 自然 的 。 而 且 这 是 个 不 
变量 。 但 为 了 说 明 这 个 定义 是 有 意义 的 , 必须 证 明 gija'b’ 的 绝对 
值 小 于 1。 为 此 ,我 们 考虑 矢量 ta* 十 * 的 长 。 由 关系 式 
gij0'607 一 二 gija'a’ = 1 
得 到 
gi(ta' + 0) (te 二 WW) = 二 + 2tgad’ 十 1 
然而 ,上 式 左 边 不 论 上 ! 取 何 值 总 不 为 负 。 故 
十 24754 0 十 1 之 0 
的 判别 式 为 负 或 0, 即 
(gia'b’)’—10 
此 式 表明 : gija'wi’ 的 绝对 值 小 于 1, 由 此 证 明了 式 (5 一 138) 是 有 意 
义 的 。 .| z 
符 二 矢量 a' 与 六 不 是 单位 矢量 , 此 时 ，a: 与 8* 分 别 用 其 长 度 
除 ,使 其 变 为 单位 失 量 
人 有 
Vouaia’s Mgibbi 
然后 再 利用 公式 (5 一 137) , 便 得 
cosg 一 (5 一 139) 
这 就 是 任意 两 矢量 夹 角 的 表达 式 。 
式 (5 一 139) 又 可 改写 为 


| a | ib | Cosl 一 gisa'b’ 


上 式 右 边 又 可 改写 为 
gya'bi = qjb’ 一 ai (5—140) 
我 们 把 这 个 不 变量 叫做 二 矢量 入 与 站 的 标量 积 。 即 二 矢量 的 标 
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量 积 是 这 两 个 矢量 的 长 度 与 其 夹 角 余 弦 的 乘积 


a*b=|allblcoso (5—141) 


特别 是 由 二 矢量 a 与 正 交 的 条 件 9 二 也 ,得 
gyaibi=0 abi=0 ob 一 0 
四 ”体积 元 
在 三 维 欧 氏 空间 中 ， 若 取 夹 角 分 别 为 a， ,7 的 公交 Z、8、2， 
则 其 体积 元 加 为 


1 cosy cosp 四 
do 一 Cosy 1 cosa| dzdydz 
cosp cosa 1 
再 考 让 由 参数 表示 


zt =z oo) z y=y(u, ») z= z(u,v) 


的 二 维 曲 面 ， 机 do 是 
— VvV EG— Fdudv 一 ? 


把 这 些 推广 到 中 ,我 们 定义 

dv = 一、 人 /gdzidzz， 、 (5—142) 
为 站 中 的 体积 元 ,其 中 y= Det|gs|。 因为 体积 元 是 纯 几 何 量 ,所 : 
以 必须 证 明 由 式 (5 一 142) 定 义 的 量 与 坐标 系 的 取 法 无 关 。 即 它 为 
一 个 不 变量 。 从 币 积 分 学 中 知道 ， 在 坐标 变换 


dudyv 


To (pe 2) 
下 ,dzidz…ar 这 个 量 的 变换 式 是 
dr! dr’ dr" 一 Det 区 CTLeeeEZa (5 一 143) 
” 按 张 量 的 变换 规律 | 
Oz' O21 


9 一 35795 


由 此 ， 类 似 于 式 (5 一 73) 得 


: petlgo| = (Det a joie 
故 9g 的 变换 式 是 
四 


又 因 
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or’ 


Det [57 


故 其 平方 根 VT 的 变换 式 为 。 : 
~/g' = Det 9 VT z 《5 一 144) 
式 (5 一 143)、 (5 一 144) 两 边 对 应 相 乘 ,并 注意 到 


ax’ az 加 
Det EP 。 Det 本 7 | 


之 1 


便 得 
A/g' dardzx’ di" 一 人 [9g dz 
这 就 表明 式 (5 一 142) 为 不 变量 。 
五 ” 仿 射 联络 与 克 氏 符号 的 性 质 
在 黎 曼 空间 中 ， 总 可 以 用 唯一 的 方式 作出 具有 下 列 性 质 的 联 
络 Ti;(M)》 
(1) 挠 率 为 零 
T= 7 
(2) 当 两 个 矢量 a、 b 沿 任 一 路 径 同 时 平行 移动 时 ， 它们 的 标量 
积 不 变 。 
现在 我 们 来 求 出 满足 上 述 条 件 的 联络 nt o 根据 式 (5 一 140) ， 
矢量 a、 的 标量 积 加 号 成 
* b= giab’ 
的 形状 。 当 沿 任何 路 径 平行 行 移动 时 , a， 为 常量 的 条 件 可 以 写成 
其 微分 为 零 的 形式 


dla b)—d(gwyaibi)=0 (5—145) 
或 者 / 
(dgi)a'b’ 十 giCada’ )b’ 十 gia' CC 一 人 《5 一 146) 
因 矢 量 .8 是 平行 移动 的 , 故 有 
da’ = — Tyia'dz! db’ = — Tbidx? 


式 中 玖 是 所 求 的 联络 系数 ， 而 zz" 是 沿路 径 作 无 限 小 位 移 时 坐标 
的 微分 。 : 
此 外 


dgi i = 2g2 


把 所 有 这 些 代入 式 (5_146) 中 ,日 预 先 将 这 个 等 式 中 总 和 指标 的 
记号 改变 如 下 ; 在 第 二 项 中 把 i 改作, 在 第 三 项 中 , 把 /改作 下 
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我 们 便 得 到 
(3 一 ss 一 Gil eibidz? 一 (0 
因为 a',5’,dz? 可 以 由 我 们 任意 选取 , 故 等 式 关 于 a',b!,lz? 应 该 是 
恒 等 的 。 因 而 这 些 量 的 所 有 系数 都 应 为 零 , 即 
gh gry = 0 《5 一 147) 


所 求 的 区 必须 由 式 (5 一 147) 及 条 件 (1) 决 定 。 最 然 ,从 关系 式 
(5 一 147) 可 用 道 运算 而 回 和 天 式 (5 一 145)。 所 以 这 些 关 系 式 对 条 件 
(2) 的 满足 不 仅 是 必要 的 ,而 且 也 是 充分 的 。 
类 似 于 式 (5 一 113) ,我 们 记 
Ti = gulf 
显然 ， 反 过 来 由 Ti 用 指标 上 升 法 ,可 以 表示 7 
TY = g* Ts; (5—148) 
这 时 ,由 条 件 (1) 知 ， Ti, ,是 关于 指标 对 称 的 。 
于 是 方程 (5 一 147) 可 改写 为 


Dn Pi = 2 


但是， 这 些 方程 的 形式 完全 与 式 (5 一 116) 相同 。 并 可 用 同样 的 方 
法 解 出 。 我 们 得 到 匡 似 于 式 (3 一 117) 的 表达 式 


一 元 (32 Sp Oe _ 
又 根据 式 (5 一 148)， 有 : 
;~ nt { 99 52 一 99; 


上 上 趟 便 给 出 了 所 提出 问题 的 解答 。 而 且 这 个 解 是 唯 _ 的 ， 

以 前 所 得 到 的 公式 (5 一 118)， 从 外 表 上 看 完全 和 公式 (5 一 
150) 一 样 , 但 必须 看 作 是 后 者 的 特殊 情形 。 而 现在 所 得 的 六 ,及 
ry, 同样 称 为 第 一 类 及 第 二 类 克里斯托弗 尔 三 指标 记号 , 并 简称 
克 氏 记号 。 

现 考察 克 氏 记号 在 坐标 变换 


z* 一 x* (x »*"*» XX*) 
下 的 变化 规律 。 
先 将 yat 的 变换 式 


dx’ ar! 


gor Farge 


180 


对 z; 求 偏 导数 ,得 


dg oar’ Q7’ QT 0g 907 
dr’ rir 9x’ oar 
OZ 下 Dxz: | Fr* 


了 1309 十 35037300go (3151) 
同 理 ， git 与 gg! 分 别 对 1” 与 zx 求全 学 但 


Ag QZ- 9z 09 
az ”3xz939xz79z 3 


ox* QAr’ 了 证。 k 
+ Fra dz; 5 黎 o+ 贡 了 zs Jr dr (5—152) 
og | 9z az Ix 9gjg 
gx ”DBDzraz7az9 9z: 


dr ar dri drr* 
+ tz] a gu + Tn Jr7 Or! ppp pA (5—153) 
将 式 (5 一 151)、(5 一 152) 相 加 ,并 减 去 式 (5 一 153), 最 后 除 以 2, 得 


六 (3 二 22 一 gy ) 


2 \97’ 3z7 Ax! 
_1 CE 97’ 97 9agw | 9 gy Oz: dz 
997 dx x" 3 十 az3 十 了 D7 Or Ox 
上 式 又 可 写作 
dQ71’7 dx" OX! 9 aor! 
re = Tun (PI) + gear (5—154) 
此 式 两 边 乘 以 
sn gx” dx" st 
dx* Ox! 
对 从 1 加 到 有 求 总 和 得 
si 9x” 97r’ 07  ， ar 
人 1 下) 3 135) 
式 (5 一 154)、(5 一 155) 就 是 所 求 的 克 氏 记号 变换 式 。 但 一 般 
> 
az7 Ox” Frag 0 
故 ,不 是 张 量 的 分 量 。 式 (5 一 155) 又 可 写作 
dr 07 se ax! 97" 
Jeo ar" grr az" (5 一 156) 


文 是 一 个 非常 有 用 的 公式 。 
最 后 我 们 导出 克 氏 记号 所 满足 的 几 个 重要 恒等式 。 由 定义 式 


= 二 gn (D+) 
j= p99 ar Dr? (5—157) 
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得 


1 (99 99gi _ 9gs _ 
“9 一 也 (过 T 32 3 ) (一 158) 
同 理 可 得 
ty ,99 395 995 
fun 一世 (过 二 3 3 ) 人 一 159) 
将 式 (5 一 158)、《5 一 159) 两 边 对 应 相 加 ,得 
Tijgig + Thgys = 2 (5 一 160) 
表 对 z' 求 恒等式 
. gg km 一 0 
的 偏 导数 ,得 
9g" gO 9 em 一 _ 
. ds Im 9 ax 一 (5 161) 
由 式 (5 一 160) 得 到 的 z 
Tin Th gue, 《5 一 162) 
代入 式 (5 一 161) 中 的 第 二 项 , 则 有 
gk ， 
Sg tg (gmTh + giT) = 0 《5 一 163) 
上 式 又 可 写 为 
Sg + gr gm T=0 (5—164) 
二 式 两 边 乘 以 g" 并 关于 m 求 总 和 , 则 得 另 一 恒等式 
+ Tag + Thgr = 0 (5—165) 


在 7 中 令 1 一 g, 并 从 1 到 4 求 总 和 , 得 r% ,由 定义 式 (5 一 
157) 知 z 


1 9 Ogj: 99g; 
¢« — lr/9gg 3 一 30 
{3 29 (党 + 名 ze / 


3 (5 一 166) 
设 9 一 Det | gs ， 且 G7 是 9 的 余 因 式 , 则 有 
= gu 4 固定 对 4# 求 和 ) 
上 式 两 边 对 "vs 求 偏 导数 ,得 
3 gg + og ‘5167) 


因 G* 不 包含 yj , 故 
182 | 


二 0 
| 99i 
又 因 
It 
一 6; 
9i 


于 是 式 (5 一 167) 可 写成 


故 有 


9g ago _ 一 Cn ，” 


注意 


式 (5 一 166) 便 可 写作 


ee 
Bs 


ny, = 1 1 
9 
这 也 是 一 个 常用 的 恒等式 。 

六 测 地 线 方程 

在 三 维 欧 氏 空间 中 ， 两 点 之 间 的 最 短 距 离 是 直线 ， 我 们 把 这 个 
基本 概念 推广 到 黎 曼 空间 中 。 

如 果 曲 线 x* == zx'(2) 连接 两 个 固定 点 P,(4) 与 P(t), 则 这 两 
氮 间 沿 此 曲线 的 距离 为 


《5 一 168) 


S 一 -1 jee 0 JF 


(5-—169) 
其 中 
_ dz'dzr’ jk dz 
~ 9a at Tat 


由 于 这 个 距离 是 与 坐标 系 无 关 的 。 所 以 ,在 P 与 P, 之 间 画 出 的 ， 
使 式 (5 一 169) 取 极 值 (最小) 的 曲线 也 是 与 坐标 系 无 关 的 ; 这 条 曲 
线 称 为 测 地 线 。 现 导出 在 严 中 的 测 地 线 方程 。 

注意 到 


p 


t2 


58 =56 | ~ Fat=0 


t] 
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利用 变 分 法 中 虽 深 函 极 值 导出 的 结果 ,可 以 号 出 
_ agF% A 


~ at Baie 
(5—170) 


A 
个 ' FARat\ari Fari 
- 艺 ( 双 ) aF 1 39FdF 


aii) qr 2F9zidt 


or 2F9or'dt 
因 ,是 一 个 任意 的 参量 ， 故 可 取 i 等 于 沿 该 曲线 的 距离 8， 而 dP/ads 
一 0, 在 这 种 情况 下 ,我 们 有 


方程 (5 一 170) 恋 为 
二 


dr’ 


291 ) 一 0 
= pl ope 1 Ogmrdr"™dr’ 
Si gridSdS 2 dridSds 


利用 第 一 类 克 氏 记号 ,并 注意 到 
9gydz dz- _ 1 记 (Sr dr”™ Da ) 


Aart:dSdS 2\9ridSds | grrds 
上 述 方程 可 写成 如 下 形式 : 
dr’ dr™dx* 
99g8 + Tomas as 
ri dz"dx. 
oi 让 六 一 
一 9 gugsr 十 9 Timgs ds 
又 因 
gg 一 04 Ts 一 8 
故 上 式 最 后 可 写成 
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gr : dz"dz 一 
zs t+ Tmasgas™— 7D 


这 就 是 关中 的 测 地 线 方 程 。 
例 5 求 三 维 笛 卡尔 坐标 系 的 测 地 线 方程 。 
解 。 对 于 三 维 欧 氏 空间 中 币 卡 尔 坐 标 系 有 


1 (m= hk) 
| 


0 (mm 天 天) 
rhs=0 
此 时 式 (5 一 171) 变 为 
z : 9 一 0 (k= 1,2, 3) 
我 们 得 到 : 
r= AS+-B 


其 中 4、 8 是 任意 常数 。 上 述 方程 就 是 所 求 的 测 地 线 方程 ; 这 是 一 
条 直线 方程 。 


$5.12 绝对 微分 法 
一 ” 张 量 的 绝对 微分 
我 们 考察 不 变量 
页 (z+ ， "ey rx") 一 A “oe, I*) 
上 式 两 边 对 过 求 导 ,我 们 得 到 
Bp (5 一 172) 


Bx' ” Dxziaz; 
我 们 看 aog/az 是 个 一 阶 协 变 张 量 的 分 量 。 它 叫做 不 变量 w 
的 绝对 导数 。 并 用 


vp 二 各 (5—173) 


表示 。 若 考虑 不 变量 gq 在 dz: 方 向 上 的 微分 , 则 得 
dp = dr Vp 
这 个 不 变量 叫做 p 在 dz’ 方向 上 的 绝对 微分 。 并 用 
Do = dg 

表示 。 

式 (5 一 172) 使 我 们 能 从 一 个 零 阶 张 量 得 到 一 个 一 阶 张 量 。 如 
果 我 们 企图 推广 这 种 方法 ,通过 对 一 个 一 阶 张 量 求 导 ,来 得 到 一 个 
二 阶 张 量 , 这 将 会 遇 到 困难 。 例 如 , 给 定 一 个 协 变 矢 量 a , 它 的 变 
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换 关系 式 为 
Qi 一 9a, (5 一 174) 


对 坐标 z’' 求 上 式 的 偏 导数 ,得 


9gi dzx' O70a; . ar 
3z7 ”377377377 十 pp Perit (5—175) 


由 于 上 式 右 边 第 二 项 一 般 不 为 零 。 攻 9ai/3z’ 并 不 构成 张 量 的 分 
量 。 

为 使 张 量 求 导 后 仍 得 到 一 个 张 量 , 我 们 在 等 式 (5 一 175) 中 下 
入 克里斯托弗 尔 符号 几 的 变换 式 (5 一 156), 并 将 式 (5 一 175) 右 边 
第 二 项 的 ;指标 换 成 指标 , 便 有 


Da dx'9zxidqa; ， 9z* ， Ori Dz 
dz ™ drarar | drm dznaznel 
再 由 
DZ 
Ce Jr, . 
上 和 式 可 改写 为 
本 i 1 了 19 ' | 和 
Tn Tha ) ‘5—176) 
引入 记号 
Via = 5 — Ta (5—177) 
等 式 (5 一 176) 变 为 
i 重 
Van 一 22192 Wai (5 一 178) 


9xz7” 97 

上 式 与 张 量 分 量 有 相同 的 变换 规律 。 因 此 ，Yja; 是 一 个 二 阶 协 变 
张 量 的 分 量 。 它 叫 矢量 a 的 绝对 导数 。 

这 个 绝对 导数 乘 以 gz, 缩 并 , 叫做 zz; 方 向 上 的 绝对 微分 , 并 
记 作 

Da, = da; 一 Tard7’ (5—179) 

它 和 wm 一样, 是 协 变 矢量 。 有 时 我 们 又 把 绝对 微分 叫做 协 变 微 
分 ,而 绝对 导数 ,又 叫做 协 变 导 数 。 

同 理 , 对 逆 变 矢量 a 也 可 定义 绝对 导数 ,因为 


上 ， 
qt 一 QU 
DZ 


上 式 对 坐标 x’ 求 偏 导 得 
136 ， 


DBxziga' 97 9a dr _ 

B79 ™ ard 十 了 27579 ‘5—180) 
在 上 式 右 边 第 二 项 的 指标 w 用 m 代 之 , 并 将 三 的 变换 式 (5 一 
156) 


Oz* Aart pE ZL 


二 一 k 1 一 一 
dram dor 3 
代入 得 
9zida: _ 9z'9a" | Oz om O71 OZ™ pe jm 
3z73 杂 ”DBDxzraxz "| drt iI" Ori Ox” 入 
即 : : 
Dxzt {9a* ， dx’i /9a’ 
入 ( 六 +7we")= 芒 ( 乱 + 人") 
上 式 又 可 改写 为 : 
De ' nm Ozxt ori /at 
F237 十 Dima = (9+ Ts ) (5—181) 
引入 记号 Vi, 使 
_ 加 aa- 了 说 
Vja 一 ar’ 十 了 
于 是 式 (5 一 181) 变 为 z 
Viat = Sr Vat) (5—182) 


上 式 与 张 量 分 量 的 变换 规律 一 样 。 因 此 ，YVja: 是 个 二 阶 混合 张 量 
的 分 量 。 它 叫做 逆 变 矢量 a: 的 绝对 导数 。 ”| 

此 绝对 导数 乘 以 ez; 关于 j 缩 并 , 称 为 在 dz; 方向 上 的 绝对 微 
分 ,并 记 为 

Da’= da + Tindria" (5—183) 

它 是 一 个 道 变 矢量 。 

用 同样 的 方法 , 可 定义 任何 张 量 的 绝对 导数 导 和 绝对 微分 。 
现 以 三 阶 混合 张 量 T; 为 例 说 明之 。 

当 坐 标 系 变换 时 , T$ 的 变换 式 是 
Or* Dz7 O's 


Th 一 ran 
7x” Ar’ dz 
上 式 又 可 改写 为 
OX 9x’ gz 
Ba TT rng 
上 式 对 x" 求 偏 导数 ,得 
QOztoTH | rt My _ Ar" ari 9AT, 
Dz a" 十 omar li Fm gr gz 


DZ dx’ Oz’ 2 
+ aaa + gorge 


O77™ OX’ OX" 97 
将 ,的 变换 式 


Ox QT” pa 9%" 97 jn 
代入 上 式 得 
CE We DZz4 Or™ OT ' 
dr" dr + zn Te drmaz™ Ti 


DBxznr3zy3zidT | dX* OT rw Ts 
Iz" gs" gr" + argc "il 


GT” OXIOT' vi | OXON jh me ‘3184) 
ar"aznar "mln t drazm ma 
DZzm dx’ DZz' 
ea a "Th 
上 面 等 式 两 边 同 乘 以 az*/az* ,并 注意 到 
Or* 97 ， Or dro9r’ 
armar ol Ti drm 


则 式 (5 一 184) 可 写成 四 
$a t 1 1 ! ! | 
十 Th Ths 一 Ts Tm Tn 


92* Or" O21 97' (OT 
D7 092” 3 人 (2 十 TosT; ToT 一 TS 


这 表明 
3 十 有 
是 一 个 四 阶 混合 张 量 的 分 量 。 它 叫做 张 量 六 的 绝对 ( 协 变 ) 导 数 ， 
并 记 作 
VT + 和 一 Th — THT 《5 一 185) 
由 此 ,一般 张 量 绝对 ( 协 变 ) 导 数 的 表达 式 , 可 写作 


y Tob Ta 十 Th tt 
了 和 12 ~ Dri 和 了 
| 1 = | 
Pi 
一 PTH ppm (5—186) 
4 到 1 


此 时 ,在 dz 方向 上 的 绝对 ( 协 变 ) 微 分 的 定义 式 为 
DT 和 和 = 0 了 生生 十 DJ TH tr Td 
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起 


一 DT pop Pd’ (5—187) 


oa=1 
DThi:tr = 0 
即 
dTi = 一 DY 
| (5—188) 
2 TH pi + ey | 


时 一 1 


此 时 , 称 张 量 Th 沿 任意 路 径 平 行 移动 。 
最 后 , 我 们 考察 度 规 张 量 9;;、g* 和 单位 张 量 6; 的 绝对 ( 协 变 ) 


微分 。 


对 于 gj;; ;应 用 公式 (5 一 186)、《5 一 187), 有 


0 汪 
Vag9gi 一 3 — gril hj;— grl hi 


由 恒等式 (5 一 162) 知 : 
Vangi 一 0 Dg;:=0 
同 理 ,对 9 ,我们 有 


Y wg pi 十 ip Tk 
my jr -I im TY i ms 


Dg* 一 (3 十 gs, + gn?1, Jaz" 
由 式 (5 一 165) 知 ， 
Vng*=0 Dy*=0 
又 因 
二 gjg 二 人 

应 用 公式 (5 一 186) (5 一 187) ,我 们 有 

上 9 上 Ek 

Vng’ = 3 十 GITS, — gh, 


= 有 一 区 一 0 
D9 一 0 
由 此 可 见 , 度 规 张 量 和 单位 张 量 有 如 常数 一 样 , 它们 的 绝对 
( 协 变 ) 导 数 和 微分 均 为 零 。 
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对 于 一 般 张 量 的 逆 变 导数 ,可 由 下 面 公式 定义 


VY "Ti + gi( VT :> ) | 
因此 , 要 求 张 量 的 逆 变 导数 ， 必须 先 作 此 张 量 的 协 变 导数 ， 然后 再 
将 作 微分 运算 的 指标 :上 移 。 : 


二 绝对 微分 运算 法 则 

为 了 更 有 效 地 使 用 绝对 微分 法 的 运算 , 我 们 必须 给 出 一 些 法 
则 。 按 照 这 些 法 则 ,可 以 求 张 量 之 和 、 积 以 及 缩 并 的 绝对 微分 。 

设 张 量 Waix 是 两 个 或 更 多 个 同类 张 量 之 和 


Wi Us ti 
Dus 入 -一 Us 十 (ro 8 
本 — 7.U 思 2 ee 一 an 
DVyp = dVS + (TEVSS;, 
十 。 一 Th V2. i _ ‘dr 
把 上 面 两 式 相 加 ,然后 把 右边 对 应 的 项 相合 并， 注意 到 
A 
我 们 得 到 
DD; 十 DV -一 DWys 
由 上 式 不 难得 到 
ViWS = VON + ViVE 


即 张 量 和 的 绝对 导数 (微分 ) 等 于 绝对 导数 (微分 ) 之 和 。 
现 设 
WV 
由 式 (5 一 187) 写 出 上 式 左 边 的 绝对 微分 


DW: ey Pe 一 dW -A 十 (TW 7y 
十 一 本 ti; ,Wy ars 一 …)dz 十 CPWW 
二 (5—189) 


上 面 等 式 右 边 第 一 项 可 写成 
dWHs = (dU Vas + Uipd Vi 


式 (5 一 189) 右边 第 一 个 全 下 中 各 项 是 人 次 如 指 i , 

zy 组 成 的 , 而 指标 闷 ，,， zyy19。 … 六 在 所 有 情况 下 都 是 按 

原来 抄写 下 来 。 同 样 ， 在 第 二 个 其 开 市 的 各 项 是 依次 对 A 

booms 组成, 而 训 ,… is, 记 ，,…, 记 都 是 按 原来 抄写 下 来 。 我们 
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以 如 及 YV 的 积 代 替 W, 并 分 别 把 公共 因子 V 人 和 和 , 拿 到 括 
弧 外 , 便 得 到 
DW = (DU Va + UdinDVAS, 
由 上 式 不 难得 到 
VWes 一 (YOU Vas + URTV 

故 张 量 积 的 绝对 微分 (导数 ) 可 按 通 常 的 法 则 得 到 , 即 第 一 个 
因子 的 绝对 微分 (导数 ) 乘 上 第 二 个 因子 , 加 上 第 一 个 因子 乘 第 二 
个 因子 的 绝对 微分 (导数 )。 此 法 则 不 难 推广 到 多 个 张 量 乘积 的 情 
况 中 。 

现 考察 缩 并 后 的 张 量 绝 对 微分 。 例 如 Ti ， 它 关于 第 一 个 

指标 及 第 一 个 下 指标 缩 并 

Ti 一 工人 te 
缩 并 后 , 张 量 的 绝对 微分 记 作 
DT (5 一 190)》 
“但 实质 上 这 个 记号 是 不 明确 的 ， 因为 记号 本 身 没有 明确 指出 ， 
先 缩 并 后 取 绝 对 微分 ,或 是 先 取 绝对 微分 
DT 

然后 再 按 良 ,2 作 缩 并 。 然而 , 我 们 可 以 证 明 , 缩 并 运算 与 绝对 微 
分 法 运算 是 可 交换 的 。 事 实 上 , 我 们 可 先 按 第 二 种 意义 计算 式 (5 
一 190) ,此 时 应 在 公式 (5 一 187) 中 令 纪 = 二 4 ,再 关于 /! 作 总 和 。 
右边 对 应 于 指标 及 的 这 些 项 


CT? -— I ,Tels La 1 dr’ 
相互 消 去 » 日 结果 有 . 
DT 人: 一 aT 容 导 十 {TTh 十 ~ | 
+ ThsTihap — Te Tei 一 了 人 dz 


上 式 左边 是 先 取 绝对 微分 , 后 作 缩 并 。 但 右边 恰好 是 缩 并 后 的 张 

量 Ti 入 六 的 绝对 微分 。 故 上 式 又 可 改写 为 
DT 和 rt 一 D (Tet) 

这 就 是 要 证 明 的 结论 。 

最 后 利用 绝对 微分 法 验证 下 面 几 个 性 质 。 

(1) 指标 的 下 降 和 上 升 的 运算 与 绝对 微分 的 运算 是 可 交换 的 。 

事实 上 , 设 有 两 个 张 量 , 例如 Tw 与 Ti, 前 一 个 是 从 后 一 个 
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下 降 > 而 得 ,后 一 个 是 由 前 一 个 上 升 7 而 得 , 即 
Ti guT2 Tr, = grT 
逐 项 取 绝 对 微分 ,得 
DT = (Dg dT? ,+ gsDT?:, 
DT ,= (Dg) DT.,; 十 IDT 
因为 Dy,, = De”? 一 0 , 故 有 
DT = g,,DT'? , 
DT ,= g*DT'.,: 
(2) 沿 已 知 路 径 同 时 平行 移动 的 两 个 矢量 a, 时 , 它们 的 标 
量 积 gija'bi 不 变 。 
事实 上 ,我们 有 
D(gia'b’) = (Dgis)ab’ +t gitDa)bd’ it ga (Doe’)=0 
这 是 因为 Dgij 总 为 零 ,而 Da',D5’ 是 由 于 平行 移动 而 它们 必 为 零 。 
而 不 变量 的 绝对 微分 是 与 通常 的 微分 相同 。 故 得 
dl(gia'b’)=0 gua'b’i 一 常数 
(3) 当 几 个 张 量 同 时 平行 移动 时 ,由 它们 利用 张 量 代数 运算 而 
得 的 张 量 也 是 平行 移动 的 。 
实际 上 , 设 
WA = UrVt 
此 时 , 张 量 U7 与 凡是 沿 已 知 路 径 平行 移动 的 ,这 就 表示 
DU*=0 DV;=0 
由 此 得 
DIDU5V = (DU "Vs 十 UDV:= 二 0 
故 张 量 之 积 也 是 平行 移动 的 。 
同 理 不 难 验 证 , 平行 移动 的 张 量 之 和 是 平行 移动 的 。 由 平行 
移动 的 张 量 科 用 缩 并 而 得 的 张 量 也 是 平行 移动 的 。 
三 ”梯度 , 旋 度 、 散 度 
现 考 察 普通 矢量 分 析 中 标量 的 梯度 , 矢量 的 旋 度 , 矢量 的 散 
度 ， 的， 
应 于 每 一 一 个 标量 场 
v= pwp(M) 
有 一 个 梯度 矢量 场 
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是 一 协 变 矢量 。 它 又 可 以 上 升 指标 ;而 出 逆 变 坐标 给 出 


7} 00 一 (7 一 一 
多 FP yr 


为 了 求 一 协 变 矢量 a; 的 旋 度 , 先 求 a 的 协 变 导数 


da ， 


Vi 一 A TT Pay A 
上 式 对 调 i 与) 并 相 减 ,注意 到 7 二 T,, 便 得 
gd qa, 
Vjdi 一 Vd, 3 本 


它 叫 协 变 和 失 量 4 的 旋 度 。 特 别 是 当 a 是 菜 标量 场 a4M) 的 梯度 
时 , 即 


oa 


Dr 了 
时 , 右 
ga da 


Vi Vid, = 9ridr grgri 0 


即 其 旋 度 为 才 。 反 之 ,如 果 旋 度 为 襟 , 即 
__ 9a; ga 


Vi V0) ri 7 一 
则 由 微 积分 的 定理 可 知 , 必 局 部 地 存在 函数 a(M) 满足 
ja 
or 


必得 一 协 变 天 量 4; 为 某 一 标量 场 的 梯度 的 充 要 条 件 是 其 旋 度 为 
分 。 
为 了 求 一 逆 变 矢 基 “的 散 度 , 先 求 其 协 变 导数 


Vja’ = = 5 十 Ta 
因为 .a 为 一 混合 张 最 , 故 关于 i 与 ; 缩 并 , 便 得 一 个 标量 , 即 

Va = + ha (5 一 191) 
再 由 公式 (5 一 168) ,有 

cn、:， 
故 式 (5 一 191) 可 写 为 
_ qa’ aln、 9g 站 DC ga!) 
V 一 Ar’ 十 Dr” /rg ox 


这 就 是 张 革 a 的 散 度 计算 公式 。 
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一 个 标量 场 9 的 梯度 的 长 度 平 方 为 


通常 记 作 4g , 它 叫 贝尔 特 拉 米 (Beltrami) 第 一 类 微分 参数 。 梯 度 
apy/az 的 道 变 分 量 


人 


“ 
9 I" 


的 散 度 


i FV gg 2) 
通常 记 作 4.9, 它 叫 内 祥生 科 洒 第 二 类 做 分 生 数 ， 或 叫 拉 普 拉 斯 算 
子 。 


a 
a 


$5.13 曲率 张 量 
一 ， 黎 曼 一 一 克里斯托弗 尔 张 量 的 引信 
张 量 微分 与 通常 微分 之 间 最 明显 的 区 别 是 ,在 作 多 次 微分 时 ， 
一 般 说 来 , 张 量 微分 的 结果 与 微分 的 次 序 有 关 。 例 如 ,对 一 逆 变 矢 
量 分 别 作 其 二 次 协 变 导数 ViY 性 及 ViVa ,并 考察 其 差 。 
首先 有 


Yja' = a 
它 是 一 个 二 阶 混 合 张 基 ,再 求 其 协 变 导 数 , 有 
viva = YE + Tr Va — TM? Vopa” 


~ {2 了 9 da? pl 
9 2 十 7 + 人 (二 23a) 
/5 (3+ rhe) 


= 2 + 和 十 有 5 


/35 一 pd 


—Torha ta (BT + Thr ) 


在 将 上 式 中 /及 ;两 指标 对 调 , 上 式 中 前 五 项 之 和 显然 不 变 ， 
而 后 两 项 则 变 成 


O 
a (rt TT ) 
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所 以 不 难得 到 下 面 的 等 式 
六 TY 
十 式 堪 边 称 为 道 变 矢量 尾 的 交错 二 阶 协 变 导 数 。 我 们 令 


Ri 二 912 9 证 Po Tr (5 一 192) 


一 一 
“ Ar! QOX! 


则 得 z 
ViVia'— VYVa' = Rj.a 《5- 一 193) 
然而 ,一般 Ri. 并 不 恒 为 祈 。 人 队 而 
ViV a VVia 
这 就 表明 求 协 变 导数 与 其 顺序 有 关 。 

在 式 (5 一 193) 中 ,左边 是 二 张 量 之 差 , 因 此 也 是 个 张 量 。 而 a 
是 任意 道 变 矢 量 , 由 商定 则 知 ，R 癌 . 是 一 个 三 次 协 变 一 次 道 变 的 
四 阶 混 合 张 量 。 这 个 张 量 通常 称 为 黎 曼 一 一 克利 斯 托 弗 尔 张 量 。 
或 称 为 黎 曼 空间 的 曲率 张 量 。 

我 们 从 式 (5 一 192)、(5 一 150) 可 知 , 曲 率 张 量 是 仅 由 度 规 张 基 
构成 的 。 如 果 能 够 把 坐标 系 选 得 使 9 为 常数 , 则 在 这 个 坐标 系 中 
以 及 所 有 其 它 的 坐标 系 中 ,曲率 张 基 的 所 有 坐标 均 为 专 。 

对 于 协 变 矢量 w， 我 们 可 用 下 面 的 方法 来 求 它 的 交错 二 阶 协 
变 导数 。 

设 关 是 任 一 逆 变 矢量 。 对 不 变量 e 尹 求 协 变 导 数 , 有 

Yi(Ceb = (Ya)b' tal v6") 
对 上 式 再 求 一 次 协 变 导 数 , 得 
ViVi(ad) = Vi(VadDb + (Va)l 181) 
二 (Va (Yb) 十 mV 站) 

上 式 中 了 ;与 了 ;的 位 置 对 调 , 这 时 左边 不 改变 ,因为 不 变量 的 
协 变 导数 与 通常 的 导数 相同 。 而 在 右边 第 二 项 与 第 三 项 的 位 置 互 
换 , 所 以 并 不 改变 它们 的 和 。 从 上 式 减 去 它 交 换 了 ;及 了 ,的 次 序 
所 得 的 公式 , 便 得 

一 (YIVi 一 ViVYVigD + a(V vo 一 了 VD 
上 式 右边 第 一 项 中 以 ? 代 《, 并 在 第 二 项 中 用 公 \ 式 (5 一 193) 代入 ， 
便 得 

(ViVa ~— VT Vad)b + aR;.b = 0 
考虑 到 ?是 任 一 张 量 , 则 所 得 的 等 式 应 该 看 作 关 于 如 的 恒等式 。 
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因此 疡 的 系数 应 为 零 , 故 有 
ViY VV = Ra (5—194) 
于 是 得 到 类 似 于 式 (5 一 193) 的 公式 。 
现在 ,我 们 来 计算 任意 张 量 场 ,例如 TY 的 交错 二 阶 协 变 导数 。 
为 此 ,我 们 采用 类 似 的 方法 ,把 已 知 张 基 的 每 个 协 变 指 标 与 任 
意 的 一 阶 道 变 张 量 相 缩 并 , 而 把 每 一 个 逆 变 指标 与 任意 一 阶 协 变 
张 若 相 缩 并 。 于 是 我 们 得 到 一 个 不 变 其 
中 = Tra,b'e! (5—195) 
式 中 we: 是 任意 的 张 量 场 。 然 后 计算 
V Vi 中 一 VeV 中 
对 式 (5 一 195) 求 导 两 次 ,再 与 交换 ,及 ,后 的 式 了 相 威 ,结果 得 
VVD Oo— VVD = CVVT, Oo Ve VT a'e: 
+ TCVYiViad,— Vi Va be 
+ TC TT — Te THN a 
十 于 (YY Oo Vi Ve) ad 
因为 B 是 不 变量 , 故 上 式 左边 为 竹 , 有 边 的 所 有 圆 括号 (除去 第 一 
个 外 ) 中 ,都 用 式 (5 一 193)、 (5 一 191) 来 代 换 。 我 们 得 到 
0 一 (VET — Te TT ) ade 
Th(— Rab et Ra"e’ + Ri . ab'e™) 
为 a,,5 ,0 是 任意 张 鞭 场 , 故 这 里 所 得 的 是 关于 ,ec 的 恒 等 
式 。 因 而 乘积 or2c: 的 系数 经 合并 同类 项 以 后 应 该 等 于 专 。 为 收 
集 ee 的 系数 , 我们 把 r,s,t 看 作 任 意 固定 了 的 指标 。 在 第 一 项 
中 令 poi,j 分 别 等 于 +s,t。 第 二 项 中 令 oj 分别 等 于 rs,t。 第 
三 项 中 令 p,m,j 分别 等 于 7,s,t。 第 四 项 中 仿 p,i,m 分 别 等 于 7， 
s,t。 我 们 得 到 


Vi Ve Ve ViT 一 一 Rii: * Ti TY Ri TT. 十 Rr,. TE 
因而 , 任 一 张 其 的 交错 二 阶 协 变 导 数 可 表示 为 
Vj Ve 一 Ve Vi = 
{ hh 
一 > Ri Tn | to Ri Ts 9 一 is 1 
p=1 ff 守 |! 
(5 一 196 ) 


土 式 称 为 李 奇 (Ricci) 公 式 。 
我 们 知道 R 六 . 是 一 个 张 基 ,关于 与 二 缩 并 , 便 得 
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村 


R,, = Ry:. (5 一 197) 
显然 ,这 也 是 个 张 量 , 并 称 它 为 李 奇 张 量 。 
式 (5 一 197) 两 边 乘 9” ,关于 j 与 t+ 缩 并 ,可 得 
R 一 gzR (5 一 198) 
我 们 把 它 叫 做 曲率 标量 。 
二 黎 曼 一 一 克利 斯 托 弗 尔 张 量 的 性 质 
从 黎 奋 一 一 克利 斯 托 弗 尔 张 量 的 定义 可 知 , 它 只 与 度 规 张 量 
gx 以 及 其 第 一 .第 二 阶 导数 有 关 。 由 公式 (5 一 192) 有 
Ri — Sri Thr (5—199) 
若 将 前 两 个 指标 对 调 , 此 张 量 的 分 量 改 变 符号 。 由 此 可 见 ，R 沁 . 
是 关于 i 与 j 反 对称 的 , 即 


Ri = — Rt. (5 一 200) 
大 人 
R 和 一 2 二 5 一 201) 
k * 
Ri = tr Tr (5—202) 


将 式 (5 一 199)、(5 一 201)、(5 一 202) 相 加 ,我 们 得 到 对 于 三 个 协 变 
指标 的 循环 对 称 性 质 , 即 
Ri 十 Rj!, 十 Ri!t. 二 人 0 (5 一 203) 
上 式 称 为 比 安 基 (Bianchi) 第 一 恒等式 。 
其 次 ,将 李 奇 公式 (5 一 196) 用 于 度 规 张 量 9 , 便 得 
Vi Vjgst 一 Yj Vigat 一 一 Rit. dkt Ri Gsk (5—204) 
因 上 式 左 边 恒 等 于 零 , 若 令 . 
Ri gn = Rw (5—205) 
则 由 式 (5 一 204) 得 
及 :is 一 一 Rs 《5 一 206 ) 
即 Ri 关于 后 两 个 指标 * 与 ! 是 反 称 的 。 由 式 (5 一 205) 所 定义 的 
协 变 张 量 Ri 叫做 协 变 曲率 张 量 。 有 时 也 把 R3. 叫做 第 一 类 黎 
曼 记 号 9 而 把 了 Re 叫做 第 二 类 黎 电 记 号 。 显然 ， 从 定义 可 知 ， 及 ,iu 
是 关于 前 两 个 指标 i 与 ;也 是 反 称 的 。 即 


有 ,一 — Rj (5—-207) 
R.,,. 十 R ji 十 Ri 二 0 《5 一 208) 
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现 求 与 公式 (5 一 199) 相 类 似 的 表示 Ris 的 式 子 。 由 公式 (5 一 
205) 有 


Di 91% i 
R,;,t = ou 人 Dr 本 pp 十 六 六 一 rr, ) 


or a Ort A grt 
— Cs i . 十 Vat 
ge gr 9 gy) 4 A / “Ir! 


十 1 gu 一 I ig 


on AT 人 ， 
一 guar 一 gu 一 了 (了 gu 十 1/ (gu) 


十 I Cg 十 1 gr ) 十 了 一 了 


9 三 口 三 3 是 了 7. 
一 gu gu DY’ —1 i / {gu 十 1/ | ‘gi 


| | FE 0 dg | 
Tg = 3 (中 十 5 ) 
， 1 {9g9s | Aoi 2 
大 一 -这 一 人 
i ing kt 9 Es 十 or” Ir! 


代入 上 式 , 便 得 


R 上 ( Og Og Pg gu ) 
2 2 \adrdr” dg7r! drigr dror’ 


一 TsT ga 十 Ti T Sqr (5—209) 


由 上 式 可 知 
| : R;; = R.;, z 
由 于 曲率 张 量 的 坐标 具有 一 系列 恒 等 的 线性 关系 。 由 计算 结 
果 可 知 , 它 具有 本 质 的 坐标 数 且 为 


N=C1+0 .340 .2 = 


' 当 nn 二 2 时 ,入 二 1。 当 w 二 3 时 , 入 二 6。 我 们 看 到 三 维 空 
间 的 曲率 张 呈 所 具有 的 本 质 坐 标 个 数 与 9;; 的 坐标 个 数 一 样 多 。 
最 后 , 我 们 考察 李 奇 张 量 。 我 们 看 到 , 上升 Rj 最 后 一 个 指 
标 ,得 

及 一 及 
把 它 代 入 式 (5 一 197) 中 , 便 有 
Ri 一 人 Rs (5 一 210) 

再 由 协 变 曲 率 张 量 的 性 质 
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pi i 的 


有 Rs 一 Rj 
于 是 式 (5 一 210) 可 以 改写 为 
R ,一 9Rix 一 及。 
亦 即 李 奇 张 量 是 对 称 的 。 
作为 协 变 曲 率 张 量 性 质 的 应 用 ,我 们 推导 一 个 重要 的 恒等式 ， 
它 叫 比 安 基 恒等式 。 
对 一 个 协 变 矢 量 o, 的 协 变 导 数 Ya 应 用 李 奇 公式 (45 一 196)， 
则 有 
ViViV jas 一 ViViVits 一 一 有 Ri kas 一 Riis, Vjat 
(5—211) 
在 上 式 中 更 换 指 标 ! 一 : 一] 一 4 得 
ViVj;Vids— Vj;ViVias 一 一 Ri Vrds 一 Re, Vias 


(5—212) 
Vj; ViVia, 一 Vi VY; Vias 一 一 Rt. Viras 一 Rj. Vias 
(5—213) 
其 次 ,由 式 (5 一 196) 
ViVias — VjViads = — Rii.as 
项 
一 ViVigs 十 Vj Vigs 一 Ri;. or 
上 式 对 x' 求 协 变 导 数 , 得 
一 V1ViV jd; 十 Vi VY; Via, 一 ( VR,. )as 十 有 Ri. Via 
《5 一 214) 


在 上 式 中 更 换 指 标 (一 :一 ) ~ 得 
— ViVjVias t+ ViViVjas 一 (Yi 了 RD)ar Ris, Vias 


《5 一 215) 
一 VjViVit 十 VjY: Vias = (VRi.)as + Ri. Vi 
: (5 一 216) 


将 式 (5 一 211) 一 (5 一 216) 式 相 加 , 便 得 
— (Riy. + Ri + Ry. )aras 
二 (VAR. 二 YiRj. 十 VjRiis. )as 一 0 
由 式 (5 一 203) 知 , 上 式 左 边 第 一 个 圆 括 弛 内 为 零 。 而 余下 的 项 又 
由 于 a1 是 完全 任意 的 , 故 得 下 列 恒等式 
VRii. 十 ViRit. 二 + VRi. 一 0 (5—217) 
此 式 称 为 比 安 林 恒 等 式 。 在 这 个 恒等式 中 , 若 令 = 4, 缩 并 后 , 便 
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得 
Re. VR.. 十 YVR. -一 0 
上 式 乘 以 *, 作 缩 并 ,并 注意 到 
Rjs. 9 一 及 ，… 一 R;g’ Rg” 一 及 


便 得 到 
2 YVR,;. 一 VR 一 一 0 
若 令 
Wm -一 m 1 ht 
: G* 一 及 7 Ro" 
则 得 


ViG: = TIR: 一 VR =0 


这 是 在 相对 论 中 有 重要 应 用 的 一 个 公式 。 

三 ” 歼 曼 曲率 ” 常 曲 率 空间 

设 在 黎 曼 空间 中 的 一 点 M, 给 定 两 个 线性 无 关 的 矢量 与 
b*， 由 此 作 标 量 
ee ea oe , 
称 它 为 关于 二 矢量 a* 与 所 确定 方向 的 黎 曼 曲率 (或 称 截 面 曲 
率 )。 过 村 点 切 于 二 天 量 a: 与 六 所 决定 的 二 维 平面 作 所 有 可 能 
的 测 地 线 , 形成 一 个 二 维 曲面 。 此 曲面 在 M 处 的 高 斯 曲率 便 是 


KK 一 


K., : 
奇 K 不论 在 哪 一 点 都 与 方向 ,WW* 无 关 , 由 此 可 得 
Ri 一 一 下 (9jp9 一 geng ji) 《5 一 219) 
为 了 计算 KK, 上 式 乘 以 9%9%”, 作 缩 并 , 便 得 
: RS=— Kn en’:) 
印 
及 一 (5 一 220 ) 
震 黎 曼 赐 率 不 论 对 任何 方向 ,也 不 论 在 任何 点 ,都 恒 为 零 。 则 
得 


Rs 一 0 l 
曲率 张 量 Rijt. 为 零 的 黎 曼 空间 叫做 平坦 空间 。 
在 式 (5 一 219) 中 ,K 一 般 可 以 是 坐标 的 函数 。 将 式 (5 一 219) 
代入 式 (5 一 217) 中 , 则 有 z 
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《 VK)(gjgr 一 gxng ji) 十 (ViK)(gjga 一 gig jt) 十 
十 (VYV, K)(gigr 一 9 一 0 
此 式 乘 以 9 , 作 缩 并 ， 注意 到 
g’ ‘gji = 一 09 一 次 ggrig” 一 980 一 grn 
(VK)g’"gi = (VK) 一 VK 


gu ViK — ng VK ng ViK— 
— gu ViK + gm VK — gu Vek = 0 
合并 同类 项 后 得 
(gi VK — deh VK) (nO— 2) 一 0 
这 里 所 考察 的 是 4 > 2 的 情况 ,因而 
gn ViK—guVvEK=0 
上 式 乘 以 9 , 作 缩 并 ,得 
(YIKD)G 一 1) 一 0 
故 有 
| ViK= 5 《5 一 221) 
从 而 得 到 舒 尔 (Schur) 定 理 ， z | 


车 在 空间 (x > 2) 各 点 处 ， 歼 曙 曲率 和 定义 的 两 方向 无 关 ， 则 
此 歼 曼 曲率 在 空间 到 处 是 常数 。 
满足 式 (5 一 221) 条 件 的 空间 , 称 为 常 曲率 空间 。 
四 “平均 曲率 、 爱 因 斯 坦 CEinstein) 空 间 
在 黎 曼 空间 中 一 点 M(x',…,z") ,考察 互相 正 交 的 有 个 单位 
矢 基 人 (i) ， 其 中 CD 是 区 别 矢量 的 指标 ,表示 矢量 的 逆 变 指 指标 。 
假设 求 总 和 的 规律 不 适用 于 插 号 之 内 。 
然而 , *G) 是 互相 正 交 的 4 个 单位 矢量 这 一 性 质 可 用 
ge, hoki = 二 2 (5— 222) 
来 表示 。 我 们 把 在 空间 各 点 定义 的 个 正 交 单位 矢 基 之 集 叫 做 正 
交 标 架 。 设 (i) 的 协 变 分 量 为 
h(t) = gh’ (1) 
则 由 上 式 可 得 
hh CI) = 6 
上 式 表明 , 由， (i) 作成 的 矩阵 与 由 (7) 作成 的 矩阵 之 积 等 于 由 
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5 作成 的 矩阵 , 即 单位 矩阵 。 故 有 
DO) 一 人 8 
上 趟 乘 以 , 作 缩 并 , 便 得 
on = 


上 一 1 


在 此 标 架 中 , 取 两 矢量 从 (i) 与 从 (站 ,由 它们 所 定 方向 的 歼 
曼 曲 率 用 Kc 表示 ,得 


Ruah' (jh (i)h Ci)R CI) 加 
(gag — Gugst Nh CR CINR GIN RCI) 《5 一 223) 
注意 到 式 (5 一 222) 式 ,我 们 有 


Ky 王 一 


K 0) = 一 Ronf* COORCIOOR CR CI) (2 天 了 ) 
上 式 关于 j 求 总 和 ,得 
DK = — Rush (ORG) >ECODLCD 


一 一 Rh (2) hCG) og 
= Rist.h"(2)R (2) 
) = Rh Ci)h Ci) 
上 式 叫做 关于 方向 tt(i) 的 平均 曲率 。 
再 求 关于 % 个 互相 正 交 的 平均 曲率 的 总 和 ,得 
Dwo 一 一 RD1GD 一 Rug" -一 R 《5 一 224) 
上 式 表明 , 关于 4 个 互相 正 交 方向 的 平均 曲率 的 总 和 与 标 哥 
的 选 法 无 关 , 它 等 于 标量 曲率 。 / 
现 取 任意 矢量 a , 设 关 于 此 方向 的 平均 曲率 为 M, 则 


_ Ra'a! 

一 gua'a’ 
我 们 求 方向 a: ,使 M 取 极 值 。 为 此 ,计算 

aM 

da* 

便 得 
2Rua' (giaa) — 29u0’ (Ruad'a') 0 
(gia'a7)’ i 

妇 


(Ri -一 Mo)e: 一 0 
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满足 此 方程 的 方向 一 般 有 "个 , 而 且 互 相 正 交 。 它 们 称 为 李 
奇 主 方向 。 使 李 奇 主 方向 不 定 的 空间 , 即 


R, 一 Moa,, (5—225) 
的 空间 称 为 爱 因 斯 坦 空间 。 


上 式 乘 以 y* , 作 缩 并 ,得 


g"R,, 二 nM 
故 
M 一 二 R 
对 
从 而 式 (5 一 225) 式 又 可 写作 
Rs = Ry (5— 226) 
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